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内 容 提 要

本书第三版是在第二版的基础上 ,集撷作者多年教学心得和科研成果 ,

并根据 1988年全国复变函数编写提纲讨论会精神修订的。此次修订着眼于

进一步提高质量 ,更加适应多数学校的教学需要 ,保留第二版阐述细致 ,便于

自学的特点 ,对已发现的错误和不妥之处 ,予以改正。

本书内容包括 :复数与复变函数、解析函数、复变函数的积分、解析函数

的幂级数表示法、解析函数的洛朗展式与孤立奇点、留数理论及其应用、共形

映射、解析延拓和调和函数共九章。对于加上 * 号内容 ,供学有余力的学生

选学。

本书可作为高等师范院校数学系的教材 ,也可为其他理工院校、教育学

院所选用。
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第三版  序

  本书第二版自 1988 年 5 月出版以来 ,迄今已重印 22 次 ,累计

印数达 45 万余册 .使用后普遍反映良好 .为使教材能与时俱进 ,不

断提高质量 ,遂对第二版进行了修订 .修订中集撷了本人的若干教

学和科研成果 [见附 1～7 ] ,针对规范的数学名词已颁布 ,顺便作

了规范化勘正 .修订的另一重要依据是 1988 年 11 月底的郑州全

国复变函数编写提纲讨论会精神 .

我们在修订中所掌握的具体原则是 :

1 . 使原书中涉及的数学名词规范化 ;

2 .一般不增删原书的章、节、例题 (只增了例 4 .5 ( 5 ) )、习题

(只增了第一章习题 (二 )
*

12 )和图 ;

3 .对原书作进一步修整 ,并在一些地方适当引入 [附 1～7]的

部分成果 ,以使其叙述更清楚、更精确、更易教易学 ,而基本理论又

更扎实 .

此外 ,拙编《复变函数学习指导书》,为国家教委“八五”高校规

划教材 ,是拙编教材《复变函数论》(第二版 )的配套教学用书 ,读者

仍可以与第三版教材对照参考阅读 .

编者于四川大学数学学院

2003 年 6 月



  附  1 . 一个解析函数定理的推广 .四川大学学报 (自然科学

版 ) , 1990 ,27( 1) :86～87;

2 . 一族与对称函数有关的解析函数的开始多项式 .西南师范

大学学报 (自然科学版 ) , 1990 , 15 (1 ) : 125～131 ;

3 . 解析函数的单叶半径 .四川大学学报 (自然科学版 ) , 1991 ,

28 (4 ) : 545～547 ;

4 . 解析函数的星象半径 .四川大学学报 (自然科学版 ) , 1993 ,

30 (3 ) : 405～407 ;

5 . 解析函数的β级星象半径 .四川大学学报 (自然科学版 ) ,

1995 ,32( 2) :121～127;

6 .复变函数学习指导书 .北京 :高等教育出版社 , 1996 年 4

月 ;

7 . 关于复变函数的教材改革与建设 .香港 :《现代教学论坛》

杂志 , 2000 年 1 期 .

书中符号说明

  为了方便 ,我们引入以下符号 :

“ " x”表示“对每一个 x”;

“v x”表示“存在 x”;

“v 1 x”表示“惟一存在 x”;

“———�———”表示“若——— ,则———”;

“———�———”表示“———当且仅当———”;

“�”表示“必要性”;

“�”表示“充分性”.
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第二版  序

  本书自 1979 年出版以来已重印了八次 , 采用它作教材的学

校 ,除一些综合大学、师范院校外 ,还有一些理工院校的应用数学

专业、计算专业、师资班和研究生班等 .许多教师和读者来信表示

关切和鼓励 ,并对书中存在的不妥和错误之处予以指正 ,在此特向

他们表示感谢 .

这次修订着眼于进一步提高质量 ,更加适应多数学校的教学

需要 ,保留第一版阐述细致 ,便于自学的特点 ,对已经发现的错误

和不妥之处 ,予以改正 .除此之外 ,第二版与第一版的主要区别可

概括如下 :

1 . 将第二章§2 解析函数与调和函数的关系后移至第三章 ,

这样既可相对减轻第二章因讨论多值函数所引起的内容偏重 ,又

可避免提前引用第三章中“解析函数的无穷可微性”.

2 . 将共形映射这一章的前四节编成第七章列在解析延拓之

前 ,把剩下的第 5 节对称原理及多角形区域的共形映射纳入解析

延拓这一章 ,避免了原来将对称原理切成两段 ,分属两章 .

3 . 将施瓦茨引理从第八章提前到第五章 , 放在可去奇点之

后 ,这样既可使它与第四章末的最大模原理靠近 ,又可让读者早些

熟悉、掌握函数论中这两个重要的有关联的定理 .

4 . 含点∞的区域上的柯西积分定理与柯西积分公式 ,原在第

三章习题中 ,现后移至第五章习题中 .因为这时已介绍了函数在点

∞解析的意义 ,读者就可以借助函数在点∞去心邻域内的洛朗展

式简捷地证明它们 .



5 . 为了第九章解单位圆内狄利克雷问题的需要 ,这一版在第

三章§3 末添了一小段柯西型积分 ,并加上 * 号 .另外 , 由于综合

大学数学专业复变函数教学大纲中列有单值性定理 ,这次也补写

了一段 ,列入解析延拓这一章 .

6 .出于教学方法上的考虑 ,以这几年的教学实践为基础 ,我

改写了第二章初等多值函数以及第六章应用多值函数的积分 ,目

的在于使读者更加易于接受 ,使多值函数这一教学难点能有所突

破 .至于其他改写之处 ,各章都有 ,就不在这里一一道及了 .

7 . 考虑到不同层次的学校与不同程度的学生在学习上的多

种需要 ,我以这几年的教学实践为基础 ,对原有习题作了些调整之

后将其编入各章习题 (一 ) ;另外 ,又适当慎选了一些较难的习题及

与之相应的例题 .新添的题目 ,将其编入各章习题 (二 ) .经多次试

用 ,它们虽较难些 ,但仍是紧扣教材的 ,有助于培养与增强学生的

能力 ,学生可以根据自己的情况适当选作 .

8 .根据综合大学数学专业复变函数教学大纲 ,在这一版中 ,

将解析函数对平面场的应用及多角形区域的共形映射公式这些节

都加上 * 号 ,并对第一版中排小字的内容全都改排大字 ,除柯西积

分定理的古莎证明外 ,其余改排大字的部分都加上 * 号 .其他院校

和其他专业 ,在使用本教材时 ,可根据各自的教学大纲决定取舍 .

9 . 这一版删去了第一版中的附录 ,整函数与亚纯函数近代理

论简介 ,因为国内已有这方面的专著出版了 .①

根据我的教学实践 ,教师使用本教材不必全讲 ,只需按教学大

纲要求控制各章讲授学时和讲授内容 , 讲清楚基本理论、基本方

法、重点和难点 ,其余还需要学生掌握的内容和例题就指定留给学

生自学 .这对于开发学生智力 ,培养学生能力是大有裨益的 .

Ⅳ 第二版  序

① �杨  乐著 ,值分布论及其新研究 ,科学出版社 , 1982 .

庄圻泰著 ,亚纯函数的奇异方向 ,科学出版社 , 1982 .

张广厚著 ,整函数和亚纯函数理论 ,科学出版社 , 1986 .



加 * 号的内容 ,自修的读者可以先不读它 .

编  者

1987 年元旦
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第一版  序

  本书是根据 1977 年理科数学教材会议上制订的复变函数教

材编写大纲 ,在历年主讲该课使用的自编讲义基础上改编成的 .全

书系统地介绍了单复变函数的基本理论和基本方法 .

考虑到复变函数论是数学专业的一门重要基础课 ,又是数学

分析的后继课 ,在编写本书时 ,注意了下列几点 :

1 .对与数学分析中平行的概念 ,如极限、连续、微分等 ,既指

出其相似之处 ,更强调其不同之点 ,以免初学者疏忽 .

2 . 对复变函数论中的基本定理和重要定理 ,如柯西积分定理

和关于本性奇点的魏尔斯特拉斯定理等 ,从叙述、证明到推广 ,均

注意了科学性和严密性 .这不仅反映了复变函数理论本身的系统

性和严谨性 ,同时也可藉以锻炼读者思考问题和逻辑推理的能力 .

3 .对多值解析函数这个教学上的难点 ,为使读者较易接受 ,

本书把它分散在第二章、第六章及第七章内 .并在第二章内 ,把求

根式函数
n

z的单值解析分支的方法写得较细 ,这样做或许能使读

者举一反三 .

4 .对解析函数在流体力学、机翼理论及电学等方面的应用 ,

本书作了简明的介绍 ,藉以使读者了解复变函数论方法在解决实

际问题上的重要性 .

5 .配备了大量的例题和习题 ,习题大都附有答案或提示 ,以

供教师选用 ,也便于读者自学 .

6 . 因限于篇幅或工具知识而不能给出证明的定理 ,大都指出

参考资料 .用小字排印的部分 ,对初学者可不作要求 .



附录中简单介绍了我国青年数学家杨乐、张广厚的出色工作 ,

以适应有些缺乏这方面资料的读者的要求 .

使用本书作教材 ,大体可按 6、10、8、8、8、10、6、12、4 的顺序来

分配各章讲授学时 .如讲授学时少于 72 学时 ,教师可斟酌删去一

些次要及较深部分的内容 .例如 ,可删去克里斯托费尔———施瓦茨

公式及最末一章等 .

本书由武汉大学路见可教授主审 .武汉大学、北京大学、南开

大学、吉林大学、南京大学、上海师范大学、西南师范学院、四川师

范学院、四川大学的同志参加了审查 .他们提出了许多宝贵的意

见 ,在此表示衷心感谢 .特别是路见可教授不惮其烦 ,为编者复审

修改了全部稿件 ,使原稿得到了很大改进 ,编者对他的这种负责精

神表示敬佩和学习 .

本书初稿曾经四川大学蒲保明教授和周纪溥、张茂孝两同志

审阅 ,也在此一并致谢 .

但限于编者水平 ,谬误之处仍然难免 ,敬请读者提出来批评指

正 .

编者于四川大学数学系

1978 .9 .
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引   言

我们知道 ,在解实系数一元二次方程

ax
2

+ bx + c = 0( a≠0)

时 ,如果判别式 b
2

- 4 ac < 0 ,就会遇到负数开平方的问题 .最简单

的一个例子 ,是在解方程

x
2

+ 1 = 0

时 ,就会遇到 - 1 开平方的问题 .

16 世纪中叶 ,意大利卡尔丹①在 1545 年解三次方程时 ,首先

产生了负数开平方的思想 .他把 40 看作 5 + - 15与 5 - - 15

的乘积 ,然而这只不过是一种纯形式的表示而已 .当时 ,谁也说不

上这样表示究竟有什么好处 .

为了使负数开平方有意义 ,也就是要使上述这类方程有解 ,我

们需要再一次扩大数系 ,于是 ,就引进了虚数 ,使实数域扩大到复

数域 .但最初 ,由于对复数的有关概念及性质了解得不清楚 ,用它

们进行计算又得到一些矛盾 ,因而 ,长期以来 ,人们把复数看作不

能接受的“虚数”.直到 17 世纪和 18 世纪 ,随着微积分的发明与发

展 ,情况才逐渐有了改变 .另外的原因 ,是由于这个时期复数有了

几何的解释 ,并把它与平面向量对应起来解决实际问题的缘故 .

关于复数理论最系统的叙述 ,是由瑞士数学家欧拉 ( Euler)作

出的 .他在 1777 年系统地建立了复数理论 ,发现了复指数函数和

三角函数间的关系 ,创立了复变函数论的一些基本定理 ,并开始把

① Girolamo Cardano( 1501 - 1576 )意大利数学家 ,他发表了解三次方程的公式



它们用到水力学和地图制图学上 .用符号“ i”作为虚数的单位 ,也

是他首创的 .此后 ,复数才被人们广泛承认和使用 .

在复数域内考虑问题往往比较方便 .例如 ,一元 n 次方程

a0 x
n

+ a1 x
n - 1

+⋯ + an - 1 x + an = 0  a0≠0 ,

在复数域内恒有解 ,其中系数 a0、a1、⋯、an都是复数 .这就是著名

的代数学基本定理 ,它用复变函数理论来证明 ,是非常简洁的 .又

如 ,在实数域内负数的对数无意义 ,而在复数域内 ,我们就可以定

义负数的对数 .

在 19 世纪 ,复变函数的理论经过法国数学家柯西 ( Cauchy )、

德国数学家黎曼 ( Riemann )和魏尔斯特拉斯 ( Weierstrass)的巨大

努力 ,已经形成了非常系统的理论 ,并且深刻地渗入到代数学、解

析数论、微分方程、概率统计、计算数学和拓扑学等数学分支 ;同

时 ,它在热力学、流体力学和电学等方面也有很多的应用 .

20 世纪以来 ,复变函数已被广泛地应用在理论物理、弹性理

论和天体力学等方面 ,与数学中其他分支的联系也日益密切 .致使

经典的复变函数理论 ,如整函数与亚纯函数理论、解析函数的边值

问题等有了新的发展和应用 .并且 ,还开辟了一些新的分支 ,如复

变函数逼近论、黎曼曲面、单叶解析函数论、多复变函数论、广义解

析函数论和拟共形映射等 .另外 ,在种种抽象空间的理论中 ,复变

函数还常常为我们提供新思想的模型 .

复变函数研究的中心对象是所谓解析函数 ,因此 ,复变函数论

又称为解析函数论 ,简称函数论 .

复变函数是我国数学工作者从事研究最早也最有成效的数学

分支之一 .我国老一辈的数学家在单复变函数及多复变函数方面

做过许多重要的工作 ,不少成果均已达到当时的国际水平 .而今 ,

在他们的热忱帮助下 ,我国许多中青年数学工作者 ,正在健康成

长 ,不少人已在数学的各个领域中做出了许多优异的成绩 .

2 引   言



第一章  复数与复变函数

  复变函数就是自变量为复数的函数 .复变函数论是分析学的

一个分支 ,故又称复分析 .我们研究的主要对象 ,是在某种意义下

可导的复变函数 ,通常称为解析函数 .为建立这种解析函数的理论

基础 ,在这一章中 ,我们首先引入复数域与复平面的概念 ;其次引

入复平面上的点集、区域、若尔当曲线以及复变函数的极限与连续

等概念 ;最后 ,还要引入复球面与无穷远点的概念 .这门学科的一

切讨论都是在复数范围内进行的 .

§1 .复   数

1 .复数域  形如

z = x + i y或 z = x + yi

的数 ,称为复数 ,其中 x 和 y是任意的实数 ,实数单位为 1 .i满足

i
2

= - 1 ,称为虚数单位 .电工学里是例外 ,在那里习惯用 j表示 ,而

不是用 i .

实数 x 和 y分别称为复数 z 的实部和虚部 ,常记为 :

x = Re z ,  y = Im z .

复数 z1 = x1 + i y1及 z2 = x2 + i y2 相等 ,是指它们的实部与实

部相等 ,虚部与虚部相等 ,即

x1 + i y1 = x2 + i y2



必须且只须

x1 = x2 ,  y1 = y2 .

虚部为零的复数就可看作实数 ,即 x + i·0 = x ;因此 ,全体实

数是全体复数的一部分 .特别 , 0 + i·0 = 0 .

虚部不为零的复数称为虚数 ;实部为零且虚部不为零的复数

称为纯虚数 .

复数 x + i y和 x - i y 称为互为共轭复数 ,即 x + i y 是 x - i y

的共轭复数 ,或 x - i y是 x + i y 的共轭复数 .复数 z 的共轭复数

常记为珔z ,于是

x - i y = x + i y .

对于这样定义的复数 .我们必须规定其运算方法 .由于实数是

复数的特例 ,规定复数运算的一个基本要求是 :复数运算的法则施

行于实数特例时 ,能够和实数运算的结果相符合 ,同时也要求复数

运算能够满足实数运算的一般定律 .

复数的加 (减 )法可按实部与实部相加 (减 ) ,虚部与虚部相加

(减 ) .即复数 z1 = x1 + i y1 , z2 = x2 + i y2相加 (减 )的法则是 :

z1 ± z2 = x1± x2 + i y1 ± y2 ,

结果仍是复数 .我们称复数 z1 + z2 是复数 z1 与 z2 的和 ,称复数

z1 - z2是复数 z1与 z2的差 .

复数的加法遵守交换律与结合律 ,而且减法是加法的逆运算 ,

这些都很容易验证 .

两个复数 z1 = x1 + i y1及 z2 = x2 + i y2 相乘 ,可按多项式乘法

法则进行 ,只需将结果中的 i
2
换成 - 1 ,即

z1 z2 = x1 x2 - y1 y2 + i x1 y2 + y1 x2 ,

结果仍是复数 ,我们称它为 z1 与 z2的积 .

也易验证 ,复数的乘法遵守交换律与结合律 ,且遵守 � 茀乘法对于 � �

加法的分配律 .

两个复数 z1 = x1 + i y1及 z2 = x2 + i y2 相除 (除数≠0 )时 ,可
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先把它写成分式的形式 ,然后分子分母同乘以分母的共轭复数 ,再

进行简化 ,即

z1

z2
=

x1 x2 + y1 y2

x
2

2 + y
2

2

+ i
y1 x2 - x1 y2

x
2

2 + y
2

2

 z2 ≠0 ,

结果仍是复数 ,我们称它为 z1 与 z2的商 .这里除法是乘法的逆运

算 .

全体复数并引进上述运算后就称为复数域 ,常用 C 表示 .在

复数域内 ,我们熟知的一切代数恒等式 ,如

    a
2

- b
2

= ( a + b) ( a - b) ,

    a
3

- b
3

= ( a - b) a
2

+ ab + b
2

等等 ,仍然成立 .实数域和复数域都是代数学中所研究的“域”的实

例 .和实数域不同的是 ,在复数域中不能规定复数像实数那样的大

小关系 .事实上 ,若有像实数那样的大小关系 ,由于非零实数的平

方大于零 ,而 i≠0 时 ,则应有 i
2

> 0 ,即 - 1 > 0 ,这是不可能的 .

2 .复平面  一个复数 z = x + i y本质上由一对有序实数 ( x ,

y)惟一确定 , ( x , y )就称为复数 z 的实数对形式 .于是能够建立

平面上全部的点和全体复数间的一一对应关系 .换句话说 ,我们可

以借助于横坐标为 x、纵坐标为 y 的点来表示复数 z = x + i y (图

1 .1) .

图 1 .1

由于 x 轴上的点对应着实数 ,故 x 轴称为实轴 ; y 轴上的非

原点的点对应着纯虚数 ,故 y 轴称为虚轴 .这样表示复数 z 的平

面称为复平面或 z平面 .复平面也常用 C

表示 .

引进了复平面之后 , 我们在“数”和

“点”之间建立了联系 .以后在研究复变函

数时 ,常可借助于几何直观 , 还可采用几

何术语 .这也为复变函数应用于实际提供

了条件 , 丰富了复变函数论的内容 .为了

方便起见 , 今后我们不再区分“数”和
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“点”、“数集”和“点集”,说到“点”可以指它所代表的“数”, 说到

“数”也可以指这个数代表的“点”.例如 ,我们常说“点 1 + i”,“顶点

为 z1 , z2 , z3的三角形”等等 .

在复平面上 ,从原点到点 z = x + i y所引的向量与这个复数 z

也构成一一对应关系 (复数 0 对应着零向量 ) ,这种对应关系使复

数的加 (减 )法与向量的加 (减 )法之间保持一致 .

例如 ,设 z1 = x1 + i y1 , z2 = x2 + i y2 ,则

z1 + z2 = x1 + x2 + i y1 + y2 .

由图 1 .2 可以看出 , z1 + z2 所对应的向量 ,就是 z1 所对应的向量

与 z2所对应的向量的和向量 .

又如 ,将 z1 - z2表成 z1 + - z2 ,可以看出 , z1 - z2 所对应

的向量就是 z1所对应的向量与 - z2 所对应的向量的和向量 ,也

就是从 z2到 z1的向量 (图 1 .3) .

图 1 �.2 图 1 p.3

  例 1 .1  考虑一条江面上的水在某时刻的流动 .假定在江面

上取好一坐标系 x Oy ,我们把江面上任意一点 P 的速度 v 的两个

分量记为 vx与 vy ,则我们可以把速度向量 v 写成复数 (图 1 .4)

v = vx + i vy .

人们经过长期的摸索与研究发现 ,对于很多的平面问题 (如流

体力学与弹性力学中的平面问题等 )来说 ,用复数及复变函数作工
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图 1 .4

具是十分有效的 ,这正是由于复数可

以表示平面向量的缘故 .

3 .复数的模与辐角  表示复数

z 的位置 ,也可以借助于点 z 的极坐

标 r 和θ来确定 (图 1 .1 ) .这里使原

点与直角坐标系的原点重合 ,极轴与

正实轴重合 .

上面我们用向量 Oz →来表示复数

z = x + i y ,其中 x , y顺次等于Oz →沿 x

轴与 y 轴的分量 .向量 Oz →的长度称为复数 z 的模或绝对值 ,以符

号 | z |或 r 表示 ,因而有

r = | z | = x
2

+ y
2
≥0 ,

且 | z | = 0 的充要条件是 z = 0 .

这里引进的模的概念与对于实数的绝对值的概念是一致的 .

由于复数 z 的模 | z |是非负实数 ,所以能够比较大小 .同样 ,复数

的实、虚部也能够比较大小 .

根据图 1 .1 ,我们有不等式

| x |≤ | z | , | y |≤ | z | , | z |≤ | x | + | y | ,

及 - | z |≤Re z≤ | z | , - | z |≤ Im z≤ | z | . ( 1 .1)

根据图 1 .2 ,我们有不等式

z1 + z2 ≤ z1 + z2 , ( 1 .2)

(三角形两边之和大于第三边 )

它称为三角不等式 .

此外 ,根据图 1 .3 ,我们还有不等式

z1 - z2 ≤ z1 - z2 . ( 1 .3)

(三角形两边之差小于第三边 )

(1 .2 )及 ( 1 .3)中等号成立的几何意义是 :复数 z1、z2 所表示的两

个向量共线且同向 .即
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z1 ≠0 , z2≠0 时 , z1 = kz2 ( k > 0 ) .

用数学归纳法可得推广了的三角不等式

z1 + z2 +⋯ + zn ≤ z1 + z2 +⋯ + zn . ( 1 .2)′

由图 1 .3 可见 , � 窰z1 - z2 表示点 z1与点 z2的距离 ,记为

d z1 , z2 = z1 - z2 .

两复数差的模的这个几何意义是非常重要的 .它还可以借助解析

几何中两点间的距离公式用解析方法得出 :

z1 - z2 �= x1 + i y1 - x2 + i y2

= x1 - x2
2

+ y1 - y2
2

.

实轴正向到非零复数 z = x + i y 所对应的向量Oz →间的夹角θ

合于

tanθ=
y
x

,

称为复数 z 的辐角 (Argument ) ,记为

θ= Arg z .

我们知道 ,任一非零复数 z 有无穷多个辐角 ,今 � 纑以 arg z 表示

� 罜其中的一个特定值 ,并称合条件

-π< arg z≤π ( 1 .4)

的一个为 Arg z 的主值 ,或称之为 z 的主辐角 .于是

θ= Arg z = arg z + 2 kπ . ( 1 .5)

( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )

注意  当 z = 0 时 ,辐角无意义 .

当 arg z ( z≠0)表 z 的主辐角时 ,它与反正切 Arctan
y
x
的主

值 arctan
y
x
有如下关系 (图 1 .5 , 1 .6) (注意 -π< arg z≤π, -

π
2

<

arctan
y
x

<
π
2

) :
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arg z =

( z≠0 )

arctan
y
x

,  当 x > 0 , y�0;

π
2

,     当 x = 0 , y > 0;

arctan
y
x

+π,当 x < 0 , y≥0;

arctan
y
x

-π,当 x < 0 , y < 0;

-
π
2

,    当 x = 0 , y < 0 .

图 1 �.5 图 1 p.6

  例 1 .2  求 Arg( 2 - 2i )及 Arg( - 3 + 4i ) .

解  Arg( 2 - 2i ) H= arg (2 - 2i) + 2 kπ

= arctan
- 2
2

+ 2 kπ

= -
π
4

+ 2 kπ .

( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )

  Arg( - 3 + 4i ) �= arg ( - 3 + 4i) + 2 kπ

= arctan
4
- 3

+π+ 2 kπ
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= ( 2 k + 1)π - arctan
4
3

.

( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )

例1 .3  已知流体在某点 M 的速度 v = - 1 - i , 求其大小和

方向 .

解  @大小 : | v | = 2 ;

方向 : arg v = arctan
- 1
- 1

-π= -
3π
4

.

从直角坐标与极坐标的关系 ,我们可以用复数的模与辐角来

表示非零复数 z ,即 (由图 1 .1 )

z = r (cosθ+ i sinθ) . ( 1 .6)

特别 ,当 r = 1 时有

z = cos θ+ i sin θ,

这种复数称为单位复数 .

我们引出熟知的欧拉公式 :

e
iθ

= cosθ+ i sinθ, ( 1 .7)

并且容易验证

e
iθ

1 e
iθ

2 = e
i θ1

+ θ
2 ,

e
iθ

1

e
iθ

2
= e

i θ1
- θ

2 .
( 1 .8)

利用公式 (1 .7 ) ,就可以把 (1 .6 )改写成

z = re
iθ

. ( 1 .9)

也就是说 ,任一非零复数 z 总可以表成

z = | z | e
ia rg z

, ( 1 .9)′

这里的 arg z 不必取主值 .

我们分别称 (1 .6 )及 ( 1 .9) (或 ( 1 .9)′)式为非零复数 z 的三角

形式和指数形式 ,并称 z = x + i y 为复数 z 的代数形式 .复数的这

三种表示法 ,可以互相转换 ,以适应讨论不同问题时的需要 ,且使

用起来各有其便 .
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例 1 .4

1 + i 會= 2 cos
π
4

+ i sin
π
4

= 2e
π
4

i
;

i = 1· cos
π
2

+ i sin
π
2

= e
π
2

i
;

1 = 1·(cos 0 + i sin 0) = e
0·i

;

- 2 = 2( cosπ+ i sinπ) = 2e
πi

;

- 3i = 3 cos -
π
2

+ i sin -
π
2

= 3e
-
π
2

i
.

还有 e
-
π
2

i
= - i , e

πi
= - 1 , e

2 kπi
= 1( k为整数 ) .

例 1 .5  将复数

1 - cos φ+ i sin φ (0 <φ≤π)

化为指数形式 .

解  原式 �= 2sin
2 φ

2
+ 2i sin
φ
2

cos
φ
2

= 2sin
φ
2

sin
φ
2

+ i cos
φ
2

= 2sin
φ
2

cos
π
2

-
φ
2

+ i sin
π
2

-
φ
2

= 2sin
φ
2

e
π
2

-
φ
2

i
.

当 z = x + i y≠0 ,记 arg z =θ(主值 ) ,则

tan
θ
2

=
sinθ

1 + cosθ
=

rsin θ
r + rcosθ

=
y

x + x
2

+ y
2

,

所以  arg z =θ(主值 ) = 2arctan
y

x + x
2

+ y
2

.

对于 z1 = r1 e
iθ

1 , z2 = r2 e
iθ

2 ,则

z1 = z2� r1 = r2 ,θ1 =θ2 或θ1 =θ2 + 2 kπ, k为整数 .

利用复数的指数形式作乘除法较简单 .因由 ( 1 .8)可立得
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z1 z2 = r1 e
iθ

1 r2 e
iθ

2 = r1 r2 e
i θ1

+ θ
2 ,

z1

z2
=

r1 e
iθ

1

r2 e
iθ

2
=

r1

r2
e

i θ1
- θ

2 ,
(1 .10)

所以 z1 z2 = z1 z2 ,
z1

z2
=

z1

z2

z2≠0 , (1 .11)

Arg z1 z2 = Arg z1 + Arg z2 ,

Arg
z1

z2
= Arg z1 - Arg z2 .

(1 .12)

公式 (1 .10)的第一式说明 , z1 z2所对应的向量是把 z1所对应

图 1 .7

的向量伸缩 r2 = z2 倍 , 然后再旋转

一个角度θ2 = arg z2 得到的 (图1 .7 ) .

特别是 ,当 z2 = 1 时 ,只需旋转一个

角度θ2 = arg z2 就行了 .这就是说 ,以

单位复数乘任何数 , 几何上相当于将

此数所对应的向量旋转一个角度 .

特别 , i z 相当于将 z 所对应的向

量Oz →沿反时针方向旋转
π
2

.这里 i 称

为旋转乘数 .另外 ,

arg(αz ) = arg z  (α> 0) .

注 1  在复平面上 ,一直线绕其上一定点旋转 ,可有两种旋转

方向 ,一种是“反时针”的 ,一种是“顺时针”的 .按惯例 ,我们规定反

时针方向旋转的角度为正 ,顺时针方向旋转的角度为负 .

注 2  当把复数作为向量看待时 ,复数的乘法既不同于向量

的点积 (或纯量积 ) ,也不同于向量的叉积 (或向量积 ) .

上面关于辐角的两个等式 (1 .12 ) ,两边各是无穷多个数 (角

度 )的数集 .例如 ,设 ( 1 .12 )第一个等式右边

Arg z1 =
π
6

+ 2 nπ
n = 0 ,± 1 ,⋯

,
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Arg z2 =
π
4

+ 2 mπ
m = 0 ,± 1 ,⋯

,

则左边

Arg z1 z2 =
5π
12

+ 2 kπ
k = 0 ,± 1 , ⋯

,

(1 .12)的第一个等式意味着 ,在等式左边取出一个数值 (相当于取

定一个 k值 ) ,等式右边也可以相应地分别找出 m 与 n 的值 ,使得

右边的和数等于左边之值 ;反过来 ,也对 .

注意  公式 (1 .12)的 Arg z 可以换成 arg z ,但 arg z 应理解

为辐角的某个特定值 ,不必是主值 ;若均理解为主值 ,则两端允许

相差 2π的整倍数 .即有

arg z1 z2 = arg z1 + arg z2 + 2 k1π,

arg
z1

z2
= arg z1 - arg z2 + 2 k2π,

(1 .12)′

其中 k1、k2各表示某个适当整数 , arg z 表示主值 .

例1 .6  对于复数 α、β,若αβ= 0 ,则 α、β至少有一为零 .试

证之 .

证  若αβ= 0 ,则必 |αβ| = 0 ,因而

|α| |β| = 0 .

由实数域中的对应结果知 |α|、|β|至少有一为零 .所以 α、β至少

有一为零 .

4 .复数的乘幂与方根  作为乘积的特例 ,我们考虑非零复数

z 的 � 抿正整数次幂 z
n

,它是 n 个相同因子的乘积 .设 z = re
iθ

,则

z
n

= r
n
e

i nθ
= r

n
(cos nθ+ i sin nθ) ,

从而有 ;z
n

= | z |
n

,

Arg z
n

= nArg z .

当 r = 1 时 ,则得棣莫弗 (De Moivre)公式

(cos θ+ i sinθ)
n

= cos nθ+ i sin nθ .

求非零复数 z 的 n 次方根 ,相当于解二项方程
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w
n

= z  ( n≥2 ,整数 ) . (1 .13)

今记其根的总体为
n

z ,下面我们来求它们 .

设 z = re
iθ

, w =ρe
iφ

,则 (1 .13)变形为

ρ
n
e

i nφ
= re

iθ
,

从而得两个方程

ρ
n

= r , nφ=θ+ 2 kπ,

解出得

ρ=
n

r (取算术根 ) ,φ=
θ+ 2 kπ

n
,

从而有
n

z =
n

| z | ,

Arg
n

z =
Arg z

n
.

因此 z 的 � 剿n 次方根为

wk �=
n

z k =
n

re
i
θ+ 2 kπ

n

= e
i
2 kπ

n·
n

re
i
θ
n . (1 .14)

这里 k 表面上可以取 0 ,±1 ,±2⋯ ,但实际上只要取 k = 0 , 1 ,⋯ ,

n - 1 就可得出 ( 1 .13 )的总共 n 个不同的根 .所以记号
n

z与记号
n

z k ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1)是一致的 .

现在 .我们将 ( 1 .14 )表为

wk =
n

z k = e
i
2 kπ

n ·w0 ,

其中 w0 =
n

re
i
θ
n .为了在复数平面上表示

n

z的不同值 wk ,可由 w0

依次绕原点旋转

2π
n

, 2·
2π
n

, 3·
2π
n

,⋯ ,

但当 k 取到 n 时 ,又与 w0重合了 .故非零复数 z 的 n 次方根共有

n 个 ,它们沿中心在原点、半径为
n

r (取算术根 )的圆周均匀地分布

着 ,即它们是内接于该圆周的正 n 边形的 n 个顶点 (图 1 .8 是 n
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= 6 的情形 ) .

图 1 .8

(1 .14)中 e
i
2 kπ

n ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1 )为 1 的 n 个 � ��n 次方根 ,通

常记为 1 ,ω,ω
2

,⋯ ,ω
n - 1
ω= e

i
2π

n .从而 z≠0 的 n 个 n 次方根

为 :

w0 ,ωw0 ,ω
2

w0 ,⋯ ,ω
n - 1

w0 .

还有  1 +ω+ω
2

+⋯ +ω
n - 1

= 0 ,ω
n

= 1 .

因为  ω为二项方程 w
n

= 1 之根 ,即

ω
n

= 1� ( 1 - ω) 1 +ω+ω
2

+⋯ +ω
n - 1

= 0 .

特别 ,当 n = 3 时 ,ω= e
2π
3

i
= -

1
2

+
3
2

i,

且有  ω
3

= 1 , 1 +ω+ω
2

= 0 .

例 1 .7  求 cos 3θ及 sin 3θ用 cosθ与 sinθ表示的式子 .

解  由棣莫弗公式

cos 3θ+ i sin 3θ �= (cosθ+ i sin θ)
3

= cos
3
θ+ 3i cos

2
θ·sin θ- 3cosθ·sin

2
θ- i sin

3
θ,

因此  cos 3θ= cos
3
θ- 3cosθ·sin

2
θ= 4cos

3
θ - 3cosθ,

及 sin 3θ= 3cos
2
θsin θ- sin

3
θ= 3sinθ - 4sin

3
θ .

例 1 .8  计算
3

- 8 .
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解  因 - 8 = 8 (cosπ+ i sinπ) ,故

3

- 8 k =
3

8 cos
π+ 2 kπ

3
+ i sin
π+ 2 kπ

3
.

( k = 0 ,1 ,2 )

当 k = 0 时 ,
3

- 8 0 o=
3

8 cos
π
3

+ i sin
π
3

= 2 1
2

+
3
2

i = 1 + 3i;

当 k = 1 时 ,
3

- 8 1 = 2(cosπ+ i sinπ) = - 2 ;

当 k = 2 时 ,
3

- 8 2 o= 2 cos
5π
3

+ i sin
5π
3

= 2 cos
π
3

- i sin
π
3

= 1 - 3i .

注  在实数域内 ,规定 - 8 的三次方根为 - 2 ,即规定
3

- 8 =

-
3

8 = - 2 .这时
3

- 8就只取上述三值之一的实值
3

- 8 1 .

5 .共轭复数  设 z = x + i y ,则 z 的共轭复数为 z = x - i y .

显然

z = | z | , Arg z = - Arg z . (1 .15)

这表明在复平面上 , z 与 z 两点对于实轴是对称点 .

我们也容易验证下列公式 :

(1 ) ( z ) = z , z1± z2 = z1 ± z2 .

(2 ) z1 z2 = z1 z2 ,
z1

z2
=

z1

z2

 z2 ≠0 .

(3 ) | z |
2

= zz , Re z =
z + z

2
, Im z =

z - z
2i

.

(4 ) 设 R( a , b, c ,⋯ )表示对于复数 a , b, c ,⋯的任一有理运

算 ;则

R( a , b, c ,⋯ ) = R a , b , c,⋯ .
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熟练、灵活地运用这些简单公式 ,对化简计算、解答问题都会

带来方便 .

例 1 .9  求复数

w =
1 + z
1 - z
 (复数 z≠1 )

的实部、虚部和模 .

解  (1 ) 因为

w �=
1 + z
1 - z

=
( 1 + z ) (1 - z )

( 1 - z ) (1 - z )
=

1 - z z + z - z
| 1 - z |

2

=
1 - | z |

2
+ 2iIm z

| 1 - z |
2 ,

所以

Re w =
1 - | z |

2

| 1 - z |
2 ,   Im w =

2 Im z
| 1 - z |

2 .

(2 ) 因为

| w |
2 �

= w w =
1 + z
1 - z
·

1 + z

1 - z
=

1 + z z + z + z
| 1 - z |

2

=
1 + | z |

2
+ 2 Re z

| 1 - z |
2 ,

所以

| w | =
1 + | z |

2
+ 2Re z

| 1 - z |
.

例 1 .10  设 z1及 z2是两个复数 ,试证

z1 + z2

2

= z1

2

+ z2

2

+ 2Re z1 z2 ,

并应用此等式证明三角不等式 (1 .2 ) .

证  z1 + z2
2 7

= z1 + z2 z1 + z2

= z1 + z2 z1 + z2

= z1 z1 + z2 z2 + z1 z2 + z1 z2

= z1
2

+ z2
2

+ z1 z2 + z1 z2

= z1
2

+ z2
2

+ 2 Re z1 z2 .
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其次 ,由所证等式以及

Re z1 z2 ≤ z1 z2 = z1 z2

就可导出三角不等式 (1 .2 ) .

例 1 .11  若 | a | < 1 , | b | < 1 ,试证

a - b

1 - ab
< 1 .

证  两端平方 ,比较
a - b

1 - ab

2

与 1 的大小 ,即比较 | a - b |
2
与

1 - ab
2
的大小 .由上例可知

| a - b |
2

= | a |
2

+ | b |
2

- 2Re( ab) ,

1 - ab
2

= 1 + | a |
2

| b |
2

- 2Re( ab) ,

则  I �= | 1 - ab |
2

- | a - b |
2

= 1 + | a |
2

| b |
2

- | a |
2

- | b |
2

= 1 - | a |
2

1 - | b |
2

.

由假设  | a | < 1 , | b | < 1 ,则 I > 0 ,故得证 .

6 .复数在几何上的应用举例  下面我们举例说明两方面的

问题 :怎样用复数所适合的方程 (或不等式 )来刻画适合某种几何

条件的平面图形 ;怎样从复数所适合的方程 (或不等式 )来确定平

面图形的特征 .

(1) 曲线的复数方程①

例 1 .12  连接 z1及 z2两点的线段的参数方程为

z = z1 + t z2 - z1  ( 0≤ t≤1) .

过 z1及 z2两点的直线 (图 1 .9)的参数方程为

z = z1 + t z2 - z1  ( - ∞ < t < +∞ ) .

由此可知 ,三点 z1 、z2 、z3 共线的充要条件为

z3 - z1

z2 - z1
= t ( t为一非零实数 ) .
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图 1 .9

� Im
z3 - z1

z2 - z1
= 0 .

例 1 .13  z 平面上以原点为心 , R 为半径的圆周的方程为

| z | = R  (图 1 .10 (a) ) .

z 平面上以 z0≠0 为心 , R 为半径的圆周的方程为

z - z0 = R  (图 1 .10 ( b) ) .

z 平面上 �实轴的方程为  Im z = 0 ;

虚轴的方程为  Re z = 0 .

图 1 .10

注  由本章习题 (一 ) 7、8、10 可见 ,直线和圆周等平面曲线皆

可用多种形式给出其方程 .
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(2) 应用复数证明几何问题

例1 .14  求证 :三个复数 z1 , z2 , z3成为一个等边三角形的三

顶点的充要条件是它们适合等式

z
2
1 + z

2
2 + z

2
3 = z2 z3 + z3 z1 + z1 z2 .

证  △ z1 z2 z3是等边三角形的充要条件为 :向量 z1 z2 →
绕 z1 旋

转
π
3
或 -
π
3
即得向量 z1 z3 →

,也就是

z3 - z1 = z2 - z1 e
±
π
3

i
,

即

z3 - z1

z2 - z1

=
1
2
±

3
2

i,

即

z3 - z1

z2 - z1

-
1
2

=±
3

2
i,

两端平方化简 ,即得

z
2
1 + z

2
2 + z

2
3 = z2 z3 + z3 z1 + z1 z2 .

例 1 .15  证明三角形的内角和等于π .

证  设三角形的三个顶点分别为 z1 , z2 , z3 ;对应的三个顶角

分别为α,β,γ(如图 1 .11 ) .于是

图 1 .11

α= arg
z2 - z1

z3 - z1
,
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β= arg
z3 - z2

z1 - z2
,

γ= arg
z1 - z3

z2 - z3

.

由于

z2 - z1

z3 - z1
·

z3 - z2

z1 - z2
·

z1 - z3

z2 - z3
= - 1 ,

根据公式 (1 .12)′, �

arg
z2 - z1

z3 - z1
+ arg

z3 - z2

z1 - z2
+ arg

z1 - z3

z2 - z3

= arg( - 1 ) + 2 kπ=π+ 2 kπ( k为某个整数 ) .

由假设 0 <α<π, 0 <β<π, 0 <γ<π,所以

0 <α+β+γ< 3π,

故必 k = 0 ,因而α+β+γ=π .

§2 .复平面上的点集

我们在上节中提到的复平面上的线段、直线和圆周等都是复

平面上的点集 .今后 ,我们的研究对象———解析函数 , 其定义域和

值域都是复平面上的某个点集 .

1 .平面点集的几个基本概念

定义 1 .1  由不等式 z - z0 <ρ所确定的平面点集 (以后平

面点集均简称点集 ) ,就是以 z0为心 ,以ρ为半径的圆 ,称为 � 妹点 z0

� 膗的ρ- 邻域 ,常记为 Nρ z0 ;并称 0 < z - z0 <ρ为 � 膗点 z0的去心 � 臜

ρ邻域 ,常记为 Nρ z0 - z0 .它们是复数列和复变函数极限论

的基础 .

定义 1 .2  考虑点集 E .若平面上一点 z0 (不必属于 E )的任

意邻域都有 E 的无穷多个点 ,则称 z0为 E 的聚点或极限点 ;若 z0

属于 E ,但非 E的聚点 ,则称 z0为 E 的孤立点 ;若 z0不属于 E ,又

12§2 .复平面上的点集



非 E的聚点 ,则称 z0为 E 的外点 .

点集 E的全部聚点所成集用 E′表示 .

定义1 .3  若点集 E的每个聚点皆属于 E ,即 E′� E ,则称 E

为闭集 ;若点集 E 的点 z0 有一邻域全含于 E 内 ,则称 z0 为 E 的

内点 ;若点集 E 的点皆为内点 ,则称 E 为开集 ;若在点 z0 的任意

邻域内 ,同时有属于点集 E 和不属于 E 的点 ,则称 z0为 E 的边界

点 ;点集 E 的全部边界点所组成的点集称为 E 的边界 .

点集 E的边界常记成�E .

点集 E的孤立点必是 E 的边界点 .

定义 1 .4  若有正数 M ,对于点集 E内的点 z 皆合 | z |≤ M ,

即若 E全含于一圆之内 ,则称 E 为有界集 ,否则称 E 为无界集 .

以下五种说法是彼此等价的 :

(1 ) z0为 E 的聚点或极限点 ;

(2 ) z0的任一邻域含有 E 的无穷多个点 ( z0 不必属于 E) ;

(3 ) z0的任一邻域含有异于 z0而属于 E 的一个点 ;

(4 ) z0的任一邻域含有 E 的两个点 ;

( 5) 可从 E取出点列 z1 , z2 ,⋯ , zn⋯ ,而以 z0为极限 .即对任

给ε> 0 , 存在正整数 N = N (ε) , 使当 n > N 时 , 恒有  

zn - z0 <ε .

图 1 .12

2 .区域与若尔当 ( Jordan)曲线  复变函数论的基础几何概念

之一是区域的概念 .

定义 1 .5  具备下列性质的非空

点集 D称为区域 :

(1 ) D为开集 .

(2) D 中任意两点可用全在 D

中的折线连接 (图 1 .12) .

定义 1 .6  区域 D 加上它的边

界 C 称为闭域 ,记为
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D = D + C .

注意  区域都是开的 ,不包含它的边界点 .

例 1 .16  试证 :点集 E 的边界�E 是闭集 .即证

(�E)′��E .
*
证  设 z 为�E的聚点 .取 z 的任意ε邻域 Nε ( z ) , 则存在

z0 (≠ z )使得 Nε( z )∈ z0∈�E .在 Nε ( z )内能画出以 z0为心 ,充

分小半径的圆 .这时由 z0 ∈�E 可见 , 在此圆内属于 E 的点和不

属于 E 的点都存在 .于是 ,在 Nε( z )内属于 E 的点和不属于 E 的

点都存在 ,故 z∈�E .因此�E是闭集 .

应用关于复数 z 的不等式来表示 z 平面上的区域 ,有时是很

方便的 .

例1 .17  z 平面上以原点为心 , R 为半径的圆 (即圆形区

域 ) :

| z | < R ,

以及 z 平面上以原点为心 , R 为半径的闭圆 (即圆形闭域 ) :

| z |≤ R ,

它们都以圆周 | z | = R 为边界 ,且都是有界的 .

我们称 �| z | < 1  为单位圆 ;

| z | = 1  为单位圆周 .

例1 .18  z 平面上以实轴 Im z = 0 为边界的两个无界区域

是 u

上半 z 平面 Im z > 0 ,

及 下半 z 平面 Im z < 0 .

z 平面上以虚轴 Re z = 0 为边界的两个无界区域是 y

左半 z 平面 Re z < 0 ,

右半 z 平面 Re z > 0 .

例 1 .19  图 1 .13 所示为单位圆周的外部含在上半 z 平面的

部分 ,表为
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| z | > 1 ,

Im z > 0 .

图 1 �.13 图 1 Y.14

  例 1 .20  图 1 .14 所示的带形区域表为

y1 < Im z < y2 .

例 1 .21  图 1 .15 所示的同心圆环 (即圆环形区域 )表为

r < | z | < R .

图 1 .15

我们定 � 脓义有界集 E的直径为

d ( E) = sup z - z′ z∈ E , z′∈ E .

复变函数的基础几何概念还有曲线 .

定义1 .7  设 x ( t )及 y ( t)是实变数 t的两个实函数 ,在闭区
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间 [α,β]上连续 ,则由方程组

x = x ( t ) ,

y = y ( t) ,
  (α≤ t≤β)

或由复数方程

z = x ( t ) + i y ( t )  (α≤ t≤β) (1 .16)

简记为 z = z ( t )

所决定的点集 C,称为 z 平面上的一条连续曲线 .式 ( 1 .16 )称为

C 的参数方程 , z (α)及 z (β)分别称为 C 的起点和终点 ;对满足α

< t1 <β,α≤ t2 ≤β, t1≠ t2 的 t1 及 t2 ,当 z t1 = z t2 成立时 ,

点 z t1 称为此曲线 C 的重点 ;凡无重点的连续曲线 ,称为简单

曲线或若尔当曲线 ; z (α) = z (β)的简单曲线称为简单闭曲线 .

简单曲线是 z 平面上的一个有界闭集 .

例如 ,线段、圆弧和抛物线弧段等都是简单曲线 ;圆周和椭圆

周等都是简单闭曲线 .

定义 1 .8  设连续弧 AB 的参数方程为

z = z( t ) , (α≤ t≤β)

任取实数列 tn :

α= t0 < t1 < t2 <⋯ < tn - 1 < tn =β, (1 .17)

并且考虑 AB 弧上对应的点列 :

zj = z tj  ( j = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n) ,

将它们用一折线 Qn连接起来 , Qn的长度

In = ∑
n

j = 1

z tj - z tj - 1 .

如果对于所有的数列 (1 .17 ) , In有上界 ,则 AB 弧称为可求长的 .

上确界 L = sup In称为 AB 弧的长度 .

定义 1 .9  设简单 (或简单闭 )曲线 C 的参数方程为

z = x ( t ) + i y ( t )  (α≤ t≤β) ,
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又在α≤ t≤β上 , x′( t )及 y′( t )存在、连续且不全为零① ,则 C 称

为光滑 (闭 )②曲线 .

光滑 (闭 )曲线 C具有连续转动的切线 .

定义 1 .10  由有限条光滑曲线衔接而成的连续曲线称为逐

段光滑曲线 .

特别 ,简单折线是逐段光滑曲线 .

逐段光滑曲线必是可求长曲线 ,但简单曲线 (或简单闭曲线 )

却不一定可求长 .
*
例 1 .22  设简单曲线 J的参数方程为

x = x ( t ) = t

y = y( t) =
tsin

1
t

, t≠0 时 ,

0 ,   t = 0 时 ,
 (0≤ t≤1 )

显然 An

1

2 nπ+
π
2

,
1

2 nπ+
π
2

, Bn

1
2 nπ

, 0 皆为曲线 J上的点 ,且

连接 An及 Bn两点线段之长

An Bn t
=

1

2 nπ+
π
2

-
1

2 nπ

2

+
1

2 nπ+
π
2

2

≥
1

2 n +
1
2
π

=
1

2 n +
1
4
π

>
1

2 ( n + 1 )π
,

因为∑
∞

n = 1

1
n
是发散的 ,所以∑

∞

n = 1

An Bn 也是发散的 ,从而知简单曲线

J是不可求长的 .

我们容易看出 ,圆周 | z | = R 把 z 平面分为两个不相连接的
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区域 | z | < R和 | z | > R .这个结果是下面所谓若尔当定理的特例 .

定理 1 .1 (若尔当定理 )  任一简单闭曲线 C 将 z 平面惟一

地分成 C、I( C)及 E( C)三个点集 (图 1 .16 ) ,它们具有如下性质 :

图 1 .16

(1 ) 彼此不交 ;

(2 ) I ( C )是一个有界区域 (称

为 C的内部 ) ;

(3 ) E( C )是一个无界区域 (称

为 C的外部 ) ;

(4 ) 若简单折线 P 的一个端点

属于 I( C) ,另一个端点属于 E( C) ,

则 P 必与 C 有交点 .

此定理的证明①②虽有多种 ,但都包含若干拓扑学的知识和术

语 ,非简短篇幅所能说明 .因此略去证明 .不过这个定理的直观意

义是很清楚的 .

沿着一条简单闭曲线 C 有两个相反的方向 , 其中一个方向

是 :当观察者顺此方向沿 C 前进一周时 , C 的内部一直在 C 的左

方 ,即“反时针”方向 ,称为正方向 ;另一个方向是 :当观察者顺此方

向沿 C前进一周时 , C 的外部一直在 C的左方 ,即“顺时针”方向 ,

称为负方向 (图 1 .16) .

在简单闭曲线 C 的内部 I ( C )无论怎样画简单闭曲线 Γ,则

Γ的内部 I(Γ)必全含于 I( C) .这一性质的一般化 ,即是

定义 1 .11  设 D为复平面上的区域 .若在 D 内无论怎样画

简单闭曲线 ,其内部仍全含于 D ,则称 D为单连通区域 ;非单连通

的区域称为多连通区域 .
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所含不止一个点的闭集 E ,如果不能划分为两个无公共点的

非空闭集 ,则称 E 为连续点集 .空集与所含只有一个点的集 ,称为

退化连续点集 .

若区域 D的边界为一个连续点集 (包括退化情形 ) ,则称 D

为单连通区域 (也就是所谓没有“洞”的区域 ,这个说法与前面关于

单连通区域的定义是等价的 ) ;非单连通的区域称为多连通区域 .

若区域 D的边界是互不相交的两个、三个、⋯、n 个连续点

集 ,则分别称 D为二连通、三连通、⋯、n连通的区域 .

简单闭曲线 C 的内部 I ( C)就是单连通区域 .我们在例 1 .17

至例 1 .20 中所列举的区域也是单连通的 .而例 1 .21 所列举的圆

环形区域 D: r < | z | < R ( r≥0 , R≤ +∞ )———它包括去心的圆

( r = 0 , R < +∞ )、 � ��一个圆周的外部 ( r > 0 , R = +∞ )、 � ��去掉原点的

� 焦z 平面 ( r = 0 , R = + ∞ )三种特例———就不是单连通的 ,因为 ,如

果取Γ为圆周 | z | =ρ( r <ρ< R ) ,它的内部就不能全含于这个

圆环形区域内 (请读者自己作图思考 ) .还因为它们的边界都是两

个不相交的连续点集 ,所以都是二连通的 .

注  若实数集不囿于上 (下 ) ,则称“广义的数”+∞ ( - ∞ )为

它们的上 (下 )界 ,关于这些“广义的”数或“无穷的”数 ,我们有

- ∞ < +∞  及  - ∞ <α< +∞ ,

其中α是不论怎样的 (有限的 )实数 .

符号 +∞和 - ∞读着“正无穷”和“负无穷”.

§3 .复 变 函 数

1 .复变函数的概念  复变函数的定义 ,形式上和数学分析中

单元函数的定义一样 ,不过自变量和函数都取复数值 (当然也包括

取实数值 ) .

定义 1 .12  设 E为一复数集 ,若对 E 内每一复数 z ,有惟一

确定的复数 w 与之对应 , 则称在 E 上确定了一个单值函数 w =
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f ( z ) ( z∈ E) .如对 E 内每一复数 z , 有几个或无穷多个 w 与之

对应 ,则称在 E 上确定了一个多值函数 w = f ( z ) ( z∈ E) . E 称为

函数 w = f ( z )的定义域 .对于 E , w 值的全体所成集 M 称为函数

w = f ( z )的值域 .

例 1 .23  w = | z | , w = z , w = z
2
及

w =
z + 1
z - 1
 ( z≠1 )

均为 z 的单值函数 ; �

w =
n

z  ( z≠0 , n≥2 整数 )

及 w = Arg z  ( z≠0 )

均为 z 的多值函数 .

注  今后如不特别声明 ,所提到的函数都指单值函数 .

设 w = f ( z )是定义于点集 E上的单值或多值函数 ,并令

z = x + i y , w = u + i v ,

则 u、v 皆随 x , y而确定 ,因而 w = f ( z )又常写成

w = u ( x , y ) + i v ( x , y ) , (1 .18)

其中 u ( x , y )及 v ( x , y )是二元实函数 .

如将 z 表为指数形式 z = re
iθ

,函数 w = f ( z )又可表为

w = P( r ,θ) + i Q ( r ,θ) .

可见 ,单复变的复函数

w = f ( z ) (1 .19)

等价于两个相应的二元实函数

u =φ( x , y) , v =ψ( x , y ) . (1 .20)

既然如此 ,究竟为什么我们还要去考虑一元复函数呢 ? 实函数不

是更为人所熟知吗 ? 如果一个复函数等价于一对实函数 ,那么引

进较不熟悉的复函数 ,其目的在哪里 ?

如果两个实函数 u 与 v 是随意选定的 ,二者之间没有什么特

别联系 ,那么确实没有必要将它们结合起来作为一个复函数 .然

而 ,在两个实函数是紧密相关的一些情况下 ,把两个关系式 (1 .20)
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缩写成一个关系式 (1 .19)更为有利 .

例 1 .24  设函数 w = z
2

+ 2 ,当 z = x + i y时 , w 可以写成

w = x
2

- y
2

+ 2 + 2 xyi ,

因而 u( x , y ) = x
2

- y
2

+ 2 , v ( x , y ) = 2 x y .

当 z = re
iθ
时 , w 又可以写成

w = r
2

(cos 2θ+ i sin 2θ) + 2 ,

因而 P( r ,θ) = r
2
cos 2θ+ 2 , Q ( r ,θ) = r

2
sin 2θ .

在数学分析中 ,我们常常把函数用几何图形表示出来 ,在研究

函数的性质时 ,这些几何图形给我们很多直观的帮助 .现在 ,我们

就不能借助于同一个平面或同一个三维空间中的几何图形来表示

复变函数 .因由 ( 1 .18 )式 , f ( x + i y ) = u + i v ,要描出 w = f ( z )的

图形 ,必须采用四维空间 ,也就是 ( u , v , x , y )空间 ,为了避免这个

困难 ,我们取两张复平面 ,分别称为 z平面和 w平面 (在个别情形

下 ,为了方便 ,也可将它们叠成一张平面 ,如图 1 .8 ) .注意到 ,在复

平面上不区分“点”和“数”,也不再区分“点集”和“数集”,我们把复

变函数理解为两个复平面上的点集间的对应 (映射或变换 ) .具体

地说 ,复变函数 w = f ( z )给出了从 z 平面上的点集 E 到 w 平面

上的点集 F间的一个对应关系 (图 1 .17 ) .与点 z∈ E 对应的点 w

= f ( z )称为点 z 的像点 ,同时点 z 就称为点 w = f ( z )的原像 .为

了方便 ,以后也不再区分函数、映射和变换 .

必须指出 ,像点的原像可能不只一点 , 例如 w = z
2

, 则 z =

±1的像点均为 w = 1 ,因此 w = 1 的原像是两个点 z =±1 .

定义 1 .13  如对 z 平面上点集 E 的任一点 z ,有 w 平面上点

集 F的点 w ,使得 w = f ( z ) ,则称 w = f ( z � 寞)把 E 变 (映 )入 F(简

记为 f ( E )� F) ,或称 w = f ( z )是 E到 F 的入变换 .

定义 1 .14  如果 f ( E)� F ,且对 F 的任一点 w ,有 E 的点

z ,使得 w = f ( z ) ,则称 w = f ( z � 茣)把 E 变 (映 )成 F(简记为 f ( E)

= F) ,或称 w = f ( z )是 E 到 F 的满变换 .

对于满变换这种对应关系 w = f ( z ) , F 就是 w = f ( z )能取
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图 1 .17

到的所有值所构成的点集 ,它显然具有下列两条性质 :

(1 ) 对于点集 E 中的每一点 z ,相应的点 w = f ( z )是点集 F

中的一个点 ;

(2 ) 对于点集 F 中的每一点 w ,在 E 中至少有一个点 z 与之

对应 ,即满足 w = f ( z ) .

定义 1 .15  若 w = f ( z )是点集 E 到 F 的满变换 ,且对 F 中

的每一点 w ,在 E 中有一个 (或至少有两个 )点与之相对应 ,则在

F上确定了一个单值 (或多值 )函数 ,记作 z = f
- 1

( w ) ,它就称为

函数 w = f ( z )的反函数或称为变换 w = f ( z )的逆变换 ;若 z =

f
- 1

( w )也是 F 到 E 的单值变换 ,则称 w = f ( z )是 E 到 F 的双

方单值变换或一一变换 .

从上述反函数的定义可以看出 ,对于任意的 w∈ F ,有

w = f f
- 1

( w ) ,

且当反函数也是单值函数时 ,还有

z = f
- 1

f ( z ) , z∈ E .

上面映射这一概念的引入 ,对于复变函数论的进一步发展 ,特

别是在解析函数的几何理论方面起到重要作用 ,因为它给出了函

数的分析表示和几何表示的综合 .这个综合是函数论发展的基础

和新问题不断出现的源泉之一 ,在物理学的许多领域有着重要的

应用 .
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例1 .25  设有函数 w = z
2

,试问它把 z 平面上的下列曲线分

别变成 w 平面上的何种曲线 ?

图 1 .18

(1 ) 以原点为心 , 2 为半径 ,在第一象限里的圆弧 ;

(2 ) 倾 角 θ =
π
3
的 直 线 可以看成两条射线 arg z =

π
3
及

arg z =π+
π
3

;

(3 ) 双曲线 x
2

- y
2

= 4 .

解  设 z '= x + i y = r(cos θ+ i sinθ) ,

w = u + i v = R( cos φ+ i sin φ) ,

则 R = r
2

,φ= 2θ,

由此 , (1 ) (如图 1 .18 )当 z 的模为 2 , 辐角由 0 变至
π
2
时 ,对应的

w 的模为 4 ,辐角由 0 变至π .故在 w 平面上的对应图形为 :以原

点为心 , 4 为半径 ,在 u 轴上方的半圆周 .

(2 ) 倾角θ=
π
3
的直线在 w 平面上对应的图形为射线φ=

2π
3

.

(3 ) 因 w = z
2

= x
2

- y
2

+ 2 x yi ,故

u = x
2

- y
2

,
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所以 z 平面上的双曲线 x
2

- y
2

= 4 在 w 平面上的像为直线 u =

4 .

2 .复变函数的极限与连续性

定义 1 .16  设函数 w = f ( z )于点集 E 上有定义 , z0为 E 的

聚点 .如存在一复数 w0 , 使对任给的ε> 0 , 有 δ> 0 , 只要 0 <

z - z0 <δ, z∈ E ,就有

f ( z ) - w0 <ε,

则称函数 � 嚎f ( z )沿 E于 z0有极限 w0 ,并记为

lim
z→ z

0
z∈ E

f ( z ) = w0 .

我们可以这样来理解极限概念的几何意义 :当变点 z 进入 z0

的充分小的δ去心邻域时 ,它们的像点就落入 w0 的一个给定的

ε- 邻域内 (图 1 .19 ) .

图 1 .19

由于复变函数极限的定义与数学分析中一元实变函数的极限

定义相似 ,我们可以仿照证明而有下述结论 :

(1 ) 若极限存在 ,必然惟一 ;

(2 ) 若 f ( z)、g( z )沿点集 E 在点 z0有极限 ,则其和、差、积、

商 (在商的情形 ,要求分母的极限不等于零 )沿点集 E 在点 z0仍然

有极限 ,并且其极限值等于 f ( z )、g( z )在点 z0的极限值的和、差、
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积、商 .

注  极限 lim
z→ z

0
z∈ E

f ( z)与 z 趋于 z0的方式无关 .通俗地说 ,就是指

在 E上 , z 要沿着从四面八方通向 z0的任何路径趋于 z0 .对比数

学分析中一元实变函数 f ( x )的极限 lim
x→ x

0

f ( x ) , x→ x0指在 x 轴

上 x 只沿 x0的左右两个方向 ,我们这里对复变函数极限存在的要

求 ,显然苛刻得多 .这正是复变分析与实变分析不同的根源 .

下述定理给出了复变函数极限与其实部和虚部极限的关系 :

定理 1 .2  设函数 f ( z ) = u( x , y ) + i v ( x , y )于点集 E 上有

定义 , z0 = x0 + i y0为 E 的聚点 ,则

lim
z→ z

0
z∈ E

f ( z ) =η= a + i b

的充要条件是

lim
( x , y) → ( x

0
, y

0
)

( x , y )∈ E     

u( x , y ) = a , lim
( x , y )→ ( x

0
, y

0
)

( x , y )∈ E     

v ( x , y ) = b .

证  因为

f ( z) - η= u( x , y ) - a + i v ( x , y) - b ,

由不等式 (1 .1 )得

u ( x , y ) - a ≤ f ( z ) - η ,

v ( x , y) - b ≤ f ( z) - η ,
(1 .21)

及

f ( z) - η ≤ u( x , y) - a + v ( x , y ) - b . (1 .22)

根据极限的定义 ,由 ( 1 .21 )可得必要性部分的证明 ,由 (1 .22)

可得充分性部分的证明 .

另外 ,复变函数的极限论在复分析中诱导出复变函数的连续

性、可微性 (第二章 )、可积性 (第三章 )及复级数的收敛性 (第四

章 ) .

下面引入复变函数连续性的概念 .
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定义 1 .17  设函数 w = f ( z )于点集 E 上有定义 , z0为 E 的

聚点 ,且 z0 ∈ E .若

lim
z→ z

0
z∈ E

f ( z ) = f z0 ,

即对任给的ε> 0 ,有δ> 0 ,只要 z - z0 <δ, z∈ E ,就有

f ( z ) - f z0 <ε,

则 � �*称 f ( z )沿 E 于 z0 连续 .

这里 ,复变函数连续性的定义与数学分析中一元实变函数连

续性的定义相似 ,我们可以仿照证明而有下述结论 :

(1 ) 如 f ( z)、g( z )沿点集 E 于点 z0连续 ,则其和、差、积、商

(在商的情形 ,要求分母在 z0不为零 )沿点集 E于点 z0连续 .

(2 ) 如函数η= f ( z )沿点集 E 于点 z0 连续 ,且 f ( E)� G ,函

数 w = g (η)沿点集 G 于点η0 = f z0 连续 ,则复合函数 w =

g f ( z ) = F( z )沿点集 E 于点 z0连续 .

定理 1 .3  设函数 f ( z ) = u( x , y ) + i v ( x , y )于点集 E 上有

定义 , z0∈ E ,则 f ( z )沿 E 在点 z0 = x0 + i y0连续的充要条件是 :

二元实变函数 u ( x , y )、v ( x , y)沿 E于点 x0 , y0 连续 .

证  由于连续性是借助于极限概念来定义的 .只要注意到定

理 1 .2 中的 a 就是这里的 u x0 , y0 , b 就是这里的 v x0 , y0 ,

就可以得到证明 .

注  为了简单起见 ,今后在说到极限、连续时 ,凡上下文明确 ,

均不必提到“沿什么集”的话 ,而极限符号也可以省写为 lim
z→ z

0

.

例 1 .26  设

f ( z ) =
1
2i

z
z

-
z
z ( z≠0 ) ,

试证 f ( z )在原点无极限 ,从而在原点不连续 .

证  令变点 z = r( cos θ+ i sin θ) ,则
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f ( z) �=
1
2i
·

z
2

- z
2

zz
=

1
2i
·

( z + z) ( z - z )
r

2

=
1

2i r
2·2 rcosθ·2 ri sinθ

= sin 2θ,

从而

lim
z→ 0

f ( z ) = 0  (沿正实轴θ= 0) ,

lim
z→ 0

f ( z) = 1  沿第一象限的平分角线θ=
π
4

,

故 f ( z )在原点无确定的极限 ,从而在原点不连续 .

注  上述例子说明 :当 z 依某一特定方式趋于 z0 时 ,函数虽

有极限存在 , 但不足以说明它在该点有极限存在 .只有当函数

f ( z )在一点 z0的极限存在的条件下 ,才能使 z 依某种特定的方

式趋于 z0简单地求得此极限 .

在对 z→ z0的这种要求上 , 单复变函数的极限与二元实函数

的极限相似 .事实上 ,因 z→ z0 与 ( x , y )→ x0 , y0 ,从复数的实

数对形式看 ,二者是一样的 .

定义 1 .18  如函数 f ( z)在点集 E 上各点均连续 ,则称 f ( z)

在 E上连续 .

特别情形  ( 1 ) 若 E 为实轴上的线段 [α,β] , 则连续曲线

(1 .16)就是 [α,β]上的连续函数 z = z ( t ) .

(2 ) 若 E 为闭域 D ,则其上每一点均为其聚点 ,故对在 D 上

有定义的函数 ,均可考查连续性 ,不过对于边界上的点 z0 , z→ z0

只能沿 D上的点 z 来取 .

易知 ,借助于连续变换 w = f ( z ) , z 平面上的一条连续曲线

也被变成 w 平面上的一条连续曲线 .

例 1 .27  设 lim
z→ z

0

f ( z ) =η,则函数 f ( z)在点 z0的某一去心邻

域内是有界的 .
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证  因

lim
z→ z

0

f ( z) =η,

则对任给的ε> 0 ,有δ> 0 ,只要 0 < z - z0 <δ,就有 �

f ( z ) - η <ε,

更有 f ( z ) - |η| <ε,

于是 f ( z ) < |η| +ε,

所以 ,在点 z0 的去心邻域 Nδ z0 - z0 内 f ( z)是有界的 .

例 1 .28  设函数 f ( z )在点 z0连续 ,且 f z0 ≠0 ,则 f ( z)在

点 z0的某一邻域内恒不为零 .

证  因 f ( z )在点 z0 连续 ,则对任给的ε> 0 ,有 δ> 0 ,只要

z - z0 <δ,就有

f ( z ) - f z0 <ε .

特别 ,取ε=
f z0

2
> 0 ,则由上面的不等式得

f ( z ) > f z0 - ε= f z0 -
f z0

2
=

f z0

2
> 0 ,

因此 , f ( z )在点 z0的δ邻域 Nδ z0 内就恒不为零 .

上面两例的结果以后常会用到 .

下列三个定理常用 .数学分析里已证过 .

定理 1 .4  [波尔查诺 (Bolzano) - 魏尔斯特拉斯定理 ]  每一

个有界无穷点集 ,至少有一个聚点 .

定理 1 .5  (闭集套定理 )  设无穷闭集列 Fn ,至少一个为

有界且 Fn� Fn + 1 , lim
n→∞

d Fn = 0 , d Fn 是 Fn的直径 , 则必有

惟一的一点 z0∈ Fn ( n = 1 ,2 ,⋯ ) .

定理 1 .6  [海涅 - 波莱尔 ( Heine - Borel)覆盖定理 ]  设有

界闭集 E 的每一点 z 都是圆 Kz的圆心 ,则这些圆 K z 中必有有

限个圆把 E盖住 ,换句话说 , E 的每一点至少属于这有限个圆中

的一个 .
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我们在数学分析中知道 ,在闭区间上的连续函数有三个重要

性质 :有界性、达到最大值与最小值的性质及一致连续性 .对于复

变连续函数 ,也有与此平行的性质 .

定理 1 .7  在有界闭集 E 上连续的函数 f ( z) ,具有下列三个

性质 :

(1 ) 在 E 上 f ( z )有界 .即有常数 M > 0 ,使

f ( z ) ≤ M  ( z∈ E) ;

(2 ) f ( z) 在 E上有最大值与最小值 .即在 E 上有两点 z1

和 z2使

f ( z) ≤ f z1 , f ( z ) ≥ f z2  ( z∈ E ) ;

(3 ) f ( z )在 E � 计上一致连续 ,即任给ε> 0 ,有δ> 0 ,使对 E 上

满足 z1 - z2 <δ的任意两点 z1及 z2 ,均有

f z1 - f z2 <ε .

证  由定理 1 .3 可知 ,二元实值函数

f ( z ) = u
2

( x , y ) + v
2

( x , y )

在有界闭集 E上连续 ,由数学分析中二元连续函数的性质 ,即知

(1 )、(2 )为真 .

参照不等式 (1 .22)可以看出 , f ( z )的一致连续性 ,可由 u ( x ,

y)及 v ( x , y )的一致连续性推出 .

思考题  本定理对于区域 D不一定成立 .建议读者在单位圆

| z | < 1 内考虑函数

f ( z ) =
1

1 - z
,

看看本定理的结论 (1 )是否为真 .

§4 .复球面与无穷远点

1 .复球面  复数还有一种几何表示法 ,它是借用地图制图学
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中将地球投影到平面上的测地投影法 ,建立复平面与球面上的点

的对应 ,着重说明引入无穷远点的合理性 .

取一个在原点 O 与 z 平面相切的球面 ,通过点 O 作一垂直

于 z 平面的直线与球面交于点 N , N 称为北极 , O 称为南极 (图

1 .20 ) .现在用直线段将 N 与 z 平面上一点 z 相连 ,此线段交球面

于一点 P( z ) ,这样就建立起球面上的点 (不包括北极点 N )与复

平面上的点间的一一对应 .

图 1 .20

考虑 z 平面上一个以原点为中心的圆周 C ,在球面上对应的

也是一个圆周Γ(即是纬线 ) .当圆周 C 的半径越大时 ,圆周 Γ就

越趋于北极 N .因此 ,北极 N 可以看成是与 z 平面上的一个模为

无穷大的假想点相对应 ,这个假想点称为无穷远点 ,并记为∞ .复

平面加上点∞后称为扩充复平面 ,常记作 C∞ , C∞ = C+ {∞} .与它

对应的就是整个球面 ,称为复球面 .简单说来 ,扩充复平面的一个

几何模型就是复球面 .

关于新“数”∞ (读作无穷 )还需作如下几点规定 :

(1 ) 运算∞±∞ , 0·∞ ,
∞
∞

,
0
0
无意义 ;

(2 ) a≠∞时 ,
∞
a

=∞ ,
a
∞

= 0 ,
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∞± a = a±∞ =∞ ;

(3 ) b≠0(但可为∞ )时 ,∞·b = b·∞ =∞ ,
b
0

=∞ ;

(4 ) ∞的实部、虚部及辐角都无意义 , |∞ | = +∞ .

(5 ) 复平面上每一条直线都通过点∞ ,同时 ,没有一个半平面

包含点∞ .并注意 ,直线不是简单闭曲线 .

2 .扩充复平面上的几个概念

( 1) 扩充复平面上 ,无穷远点的邻域 (对照定义 1 .1)应理解为

以原点为心的某圆周的外部 ,即 � 壶∞的ε- 邻域 Nε (∞ )是指合于条

件 | z | >
1
ε
的点集 ,它正好对应着复球面上以北极点 N 为心的一

个球盖 .∞的去心ε邻域是指
1
ε

< | z | < +∞ ,它正好对应着去掉

北极点 N 的一个球盖 . 对照定义 1 .2 及定义 1 .3 ,在扩充复平面

上 ,聚点、内点和边界点等概念均可以推广到点∞ . 于是 ,复平面

以∞为其惟一的边界点 ;扩充复平面以∞为内点 ,且它是惟一的无

边界的区域 .

任一简单闭曲线 C ,将扩充 z 平面分为两个不相连接的区

域 ,一个是有界区域 I ( C) ,另一个是无界区域 E( C) ,它们都以 C

为边界 (若尔当定理 ) .

(2 ) 单连通区域的概念也可以推广到扩充复平面上的区域 .

对照定义 1 .11 ,我们有定义 :设 D为扩充复平面上的区域 ,若在

D内无论怎样画简单闭曲线 ,其 � 胻内部或外部 ( � 胻包含无穷远点 )仍全

含于 D ,则称 D 为单连通区域 .

注意  在扩充复平面上 ,一个圆周的外部 (这里把∞算作这个

区域的内点 )就是一个单连通区域 . 所以 , 一个无界区域 , 考虑它

是否单连通 ,首先要考虑是在通常的复平面上还是在扩充复平面

上讲的 (在扩充复平面上时 ,还要问∞是否算在这个区域内 ) .

注  如∞在无界区域的边界上 ,也就是区域的边界曲线延伸

到∞ ,则不论在通常复平面上还是在扩充复平面上 ,区域是否为单
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连通必定是一致的 .例 1 .18 的半平面及例 1 .20 的带形区域就总

是单连通的 .

(3 ) 在扩充复平面上 ,点∞可以包含在函数的定义域中 ,函数

值也可以取到∞ .因此 ,函数的极限与连续性的概念可以有所推

广 .在关系式

lim
z→ z

0

f ( z ) = f ( z0 )

中 ,如果 z0及 f ( z0 )之一或者它们同时取∞ ,就称 f ( z )在点 z0 为

广义连续的 ,极限就称为广义极限 . 在这种广义的意义下 ,极限和

连续性的ε- δ说法要相应修改 .

例如 ,在 z0 =∞ , f (∞ )≠∞时 , f ( z )在 z0 = ∞连续的ε - δ

说法应该修改为 :

任给ε> 0 ,存在δ> 0 ,只要 | z | >
1
δ
时就有

| f ( z ) - f (∞ ) | <ε .

例 1 .29  函数 f ( z ) =
1
z

( f ( 0 ) =∞ , f (∞ ) = 0)在扩充 z 平

面上广义连续 .

证  因为
1
z
在 z≠0 及 z≠∞时 ,作为两个连续函数的商是连

续的 .而在 z = 0 及 z =∞的连续性可以根据下式得出

lim
z→∞

f ( z) = 0 = f (∞ ) ,

lim
z→ 0

f ( z) =∞ = f ( 0) .

注  以后涉及到扩充复平面时 ,一定强调“扩充”二字 ,凡是没

有强调的地方 ,均指通常的复平面 ;以后提到区域及其连通性时 ,

如不加说明 ,都将限于通常复平面上来考虑 ;以后提到极限、连续

时 ,如不加说明 ,均按通常意义去理解 .
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第一章习题

(一 )

1  �设 z =
1 - 3i

2
,求 | z |及 Arg z .

答 : | z | = 1 , Arg z = -
π
3

+ 2 kπ, k = 0 ,±1 ,⋯

2  �设 z1 =
1 + i

2
, z2 = 3 - i,试用指数形式表 z1 z2及

z1

z2
.

答 : z1 z2 = 2e
π
12

i ,
z1

z2
=

1
2

e
5π
12

i .

3  �解二项方程 z4 + a4 = 0  ( a > 0 ) .

答 :
a

2
(±1 + i) ,

a

2
(±1 - i) .

4  证明| z1 + z2 | 2 + | z1 - z2 | 2 = 2 ( | z1 | 2 + | z2 | 2 ) ,并说明其几何意

义 .

提示  利用公式 | z | 2 = z珔z .

5  �设 z1、z2、z3三点适合条件 :

z1 + z2 + z3 = 0 及 | z1 | = | z2 | = | z3 | = 1 .

试证明 z1、z2、z3是一个内接于单位圆周 | z | = 1 的正三角形的顶点 .

6  下列关系表示的点 z 的轨迹的图形是什么 ? 它是不是区域 ?

( 1) | z - z1 | = | z - z2 | , ( z1≠ z2 ) ;

( 2) | z |≤ | z - 4 | ;

( 3)
z - 1
z + 1

< 1 ;

( 4) 0 < arg( z - 1) <
π
4
且 2≤Re z≤3 ;

( 5) | z | > 2且 | z - 3 | > 1 ;

( 6) Im z > 1 且 | z | < 2 ;

( 7) | z | < 2且 0 < arg z <
π
4

;
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( 8) z -
i
2

>
1
2
且 z -

3i
2

>
1
2

.

7  �证明 : z 平面上的直线方程可以写成

  a珔z +珔az = c .

  ( a 是非零复常数 , c是实常数 )

8  �证明 : z 平面上的圆周可以写成

  A z珔z +β珔z +珋βz + C = 0 .

其中 A、C为实数 , A≠0 ,β为复数 ,且 |β|
2

> AC .

9  试证 :复平面上三点 a + bi , 0 ,
1

- a + bi
共直线 .

10  �求下列方程 ( t是实参数)给出的曲线 :

( 1) z = (1 + i ) t ;

( 2) z = acos t + i bsin t ;

( 3) z = t +
i
t

;

( 4) z = t
2

+
i
t2

.

答 : �(1) 直线 y = x ; ( 2) 椭圆周
x2

a2 +
y2

b2 = 1 ;

( 3) 双曲线 y =
1
x

;

( 4) 双曲线 y =
1
x
在Ⅰ象限的一支 .

11  函数 w =
1
z
将 z 平面上的下列曲线变成 w 平面上的什么曲线 ( z =

x + i y , w = u + i v ) ?

( 1) x2 + y2 = 4 ; �(2) y = x ;

( 3) x = 1; (4) ( x - 1 )2 + y2 = 1 .

答 : (1) u
2

+ v
2

=
1
4

; ( 2) v = - u ;

( 3) u -
1
2

2

+ v2 =
1
4

; (4) u =
1
2

.

12  �试证 :

( 1) 多项式 p( z ) = a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an ( a0≠0)在 z 平面上连续 ;

( 2) 有理分式函数
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f ( z ) =
a0 zn + a1 zn - 1 + ⋯ + an

b0 z
m

+ b1 z
m - 1

+ ⋯ + bm

( a0≠0 , b0≠0 )在 z 平面上除使分母为零的点外都连续 .

13  试证 : arg z ( -π< arg z≤π)在负实轴上(包括原点 )不连续 ,除此而

外在 z 平面上处处连续 .

注  若 0≤arg z < 2π,则 arg z 在正实轴 (包括原点 )上不连续 ,在 z 平面

上其他点处处连续 .

14  �命函数 f ( z) =

xy
x

2
+ y

2 , 若 z≠0 ,

 0 , 若 z = 0 ,

试证 : f ( z )在原点不连续 .

15  �试证 :函数 f ( z ) =珔z 在 z 平面上处处连续 .

16  试问函数 f ( z ) =
1

1 - z
在单位圆 | z | < 1 内是否连续 ? 是否一致连

续 ?

答 :连续但非一致连续 .

17  � 掘一个复数列 zn = xn + i yn ( n = 1 ,2 ,⋯ )以 z0 = x0 + i y0为极限的定

� �义为 :任给ε> 0 ,存在一个正整数 N = N(ε) ,使当 n > N时 ,恒有

| zn - z0 | <ε,

试证 :复数列{ zn }以 z0 = x0 + i y0为极限的充要条件为实数列{ xn }及

{ yn }分别以 x0及 y0为极限 .(这是一个定理 .)

提示  一方面从 | xn - x0 |≤ | zn - z0 |及 | yn - y0 |≤ | zn - z0 |推出条件

的必要性 ;另一方面 ,从 | zn - z0 |≤ | xn - x0 | + | yn - y0 |推出条件的充分

性 .

注  本题的定理有如下的三角表示 :复数列 zn = rn (cos θn + i sinθn ) ( n =

1 ,2 ,⋯ )以 z0 = r0 (cos θ0 + i sin θ0 ) ( z0≠0 , z0≠∞ )为极限的充要条件是实

数列{ rn }及{θn }分别以 r0及θ0为极限 (必要性证明只要适当选择θn及θ0的

值 .) .

18  一个复数列 zn = xn + i yn ( n = 1 , 2 ,⋯ )有极限的充要条件 (即柯西

准则)是 :任给ε> 0 ,存在正整数 N = N (ε) ,使当 n > N 时 ,恒有

| zn + p - zn | <ε ( p = 1 ,2 ,⋯ ) .

提示  利用上题、不等式 (1 .1)及实数情形的柯西准则 .
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19  试证 :任何有界的复数列必有一个收敛的子数列 .

20  如果复数列{ zn }合于 lim
n→ +∞

zn = z0≠∞ ,试证

lim
n→ + ∞

z1 + z2 + ⋯ + zn

n
= z0

当 z0 = ∞时 ,结论是否正确 ?

(二 )

1  将复数

(cos 5φ+ i sin 5φ)2

(cos 3φ- i sin 3φ)
3

化为指数形式和三角形式 .(答 : e19φi )

2  如果 z = ei t ,试证 :

zn +
1
zn = 2cos nt ;

z
n

-
1
zn = 2i sin nt

其中 n 为正整数 .

3  设 xn + i yn = (1 - i 3 ) n ( xn , yn为实数 ; n 为正整数) .

试证 : xn yn - 1 - xn - 1 yn = 4 n - 1· 3 .

图 1 .21

4  设 z = x + i y ,试证 :

| x | + | y |

2
≤ | z |≤ | x | + | y | .

5  设 z1及 z2是两个复数 ,试证 :

| z1 - z2 |≥ | | z1 | - | z2 | | .

6  设| z | = 1 ,试证 :

az + b

bz + a
= 1 .

7  已知正方形 z1 z2 z3 z4的相对顶

点 z1 (0 , - 1)和 z3 (2 , 5) ,求顶点 z2和 z4

的坐标 .

答 :如图 1 .21 , z2 ( 4 , 1 ) , z4 ( - 2 , 3) .

8  试证 :以 z1 , z2 , z3为顶点的三角
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形和以 w1 , w2 , w3为顶点的三角形同向相似的充要条件为

z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1

= 0 .

9  试证 :四个相异点 z1 , z2 , z3 , z4共圆周或共直线的充要条件是

z1 - z4

z1 - z2
:

z3 - z4

z3 - z2
为实数 (如图 1 .22) .

图 1 .22

10  试证 :两向量 Oz1 →
( z1 = x1 + i y1 )与 Oz2 →

( z2 = x2 + i y2 )互相垂直的

充要条件是

z1珔z2 +珔z1 z2 = 0 .

11  试证 :方程

z - z1

z - z2
= k (0 < k≠1 , z1≠ z2 )

表示 z 平面上一个圆周 ,其圆心为 z0 ,半径为ρ,且

z0 =
z1 - k2 z2

1 - k2 ,ρ=
k | z1 - z2 |

| 1 - k2 |
.

* 12  试证

Re z > 0 �
1 - z
1 + z

< 1 ,

并能从几何意义上来读本题 .
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第二章  解 析 函 数

  这一章 ,研究复变函数的微分法 .

解析函数是复变函数论研究的主要对象 ,它是一类具有某种

特性的可微函数 .我们首先引入判断函数可微和解析的主要条件

———柯西 - 黎曼方程 ;其次 ,把我们在实数域上熟知的初等函数推

广到复数域上来 ,并研究其性质 .

§1 .解析函数的概念与柯西 - 黎曼方程

1 .复变函数的导数与微分  复变函数的导数定义 ,形式上和

数学分析中一元函数的导数定义一致 .因此 ,微分学中几乎所有的

求导基本公式 ,都可不加更改地推广到复变函数上来 .

定义 2 .1  设函数 w = f ( z )在点 z0 的邻域内或包含 z0的区

域 D内有定义 ,考虑比值

Δw
Δz

=
f ( z ) - f ( z0 )

z - z0
=

f ( z0 +Δz ) - f ( z0 )
Δz

 (Δz≠0 ) ,

如果当 z 按任意方式趋于 z0时 ,即当Δz 按任意方式趋于零时 ,比

值Δw/Δz 的极限都存在 ,且其值有限 ,则称此极限为函数 f ( z )

在点 z0的导数 ,并记为 f′( z0 ) ,即

f′( z0 ) = lim
Δ z→0

Δw
Δz

= lim
z→ z

0

f ( z ) - f ( z0 )
z - z0

, ( 2 .1)



这时称函数 f ( z )于点 z0 可导 .

式 (2 .1 )的极限存在要求与Δz 趋于零的方式无关 ,对于函数

的这一限制 ,要比对于实变量 x 的实值函数 y =φ( x )的类似限制

严得多 .事实上 ,实变函数导数存在性的要求意味着 :当点 x0 +

Δ x由左 (Δx < 0)及右 (Δx > 0)两个方向趋于 x0 时 ,比值Δy/Δx

的极限都存在且相等 .而复变函数导数存在性的要求意味着 :当点

z0 +Δz 沿连接点 z0 的 � �+任意路径趋于点 z0 时 ,比值Δw/Δz 的极

限都存在 ,并且这些极限都相等 .

和导数的情形一样 ,复变函数的微分定义 ,形式上与实变函数

的微分定义一致 .

设函数 w = f ( z )在点 z 可导 .于是

lim
Δ z→ 0

Δw
Δz

= f′( z ) ,

即是

Δw
Δz

= f′( z ) +η, lim
Δ z→0
η= 0 ,

Δw = f′( z )Δz +ε,

其中 |ε| = |η·Δz |为比 |Δz |高阶的无穷小 .

称 f′( z )Δz 为 w = f ( z )在点 z 的微分 .记为 d w 或 d f ( z ) ,

此时也称 f ( z )在点 z 可微 .即

d w = f′( z )Δz . ( 2 .2)

特别 ,当 f ( z) = z 时 , d z =Δz .于是式 (2 .2 )变为

d w = f′( z ) d z ,

即

f′( z ) =
d w
d z

.

由此可见 : f ( z )在点 z 可导与 f ( z )在点 z 可微是等价的 .

函数 f ( z )在点 z 可微 ,显然 f ( z )在点 z 连续 .但 f ( z )在点

z 连续却不一定在点 z 可微 .并且在复变函数中 ,处处连续又处处
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不可微的函数几乎随手可得 ,比如

f ( z ) =珔z , Re z , Im z 及 | z |

等等 .而在实变函数中 ,要造一个这种函数就不是容易的事 .

例 2 .1  函数 f ( z ) =珔z 在 z 平面上处处不可微 .

证  由第一章习题 (一 ) 15 题知此函数在 z 平面上处处连续 .

但

Δ f
Δz

=
z +Δz - 珔z
Δz

=
珔z +Δz -珔z
Δz

=
Δz
Δz

,

当Δz→0 时 ,上式极限不存在 .因为让Δz 取实数而趋于零时 ,其

极限为 1;Δz 取纯虚数而趋于零时 ,其极限为 - 1 .

例 2 .2  试证 :函数 f ( z ) = z
n

( n 为正整数 )在 z 平面上处处

可微 ,且
d

d z
z

n
= n z

n - 1
.

证  设 z 是随意固定的点 ,我们有

 lim
Δ z→ 0

( z +Δz )
n

- z
n

Δz

= lim
Δ z→ 0

n z
n - 1

+
n ( n - 1)

2
z

n - 2
Δz +⋯ + (Δz )

n - 1

= nz
n - 1

.

如函数 f ( z )在区域 D 内处处可微 , 则称 f ( z ) � 羾在区域 D 内

� 翬可微 .

2 .解析函数及其简单性质

定义 2 .2  如果函数 w = f ( z )在区域 D内可微 ,则称 f ( z )

为区域 D内的解析函数 ,或称 f ( z ) � ��在区域 D内解析 .

解析函数这一重要概念 ,是与相伴区域密切联系的 .以后 ,我

们也说函数 f ( z ) � 臨在某点解析 ,其意义是指 f ( z )在该点的某一邻

域内解析 ;说函数 f ( z ) � 鹏在闭域  D 上解析 , 其意义是指 f ( z )在包

含  D的某区域内解析 .

区域 D内的解析函数也称为 D内的全纯函数或正则函数 .

容易看出 ,函数 f ( z)在区域 D内解析与函数 f ( z )在区域 D
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内处处解析的说法是等价的 .

定义 2 .3  若函数 f ( z )在点 z0 不解析 ,但在 z0 的任一邻域

内总有 f ( z )的解析点 ,则称 z0为函数 f ( z )的奇点 .

例如 , w = 1/ z 在 z 平面上以 z = 0 为奇点 .

通常泛称的解析函数是容许有奇点的 ,但更主要的是 ,它在复

平面上总有解析点 .所以它不包含像珔z 这种处处不解析的函数 .

解析函数是复变函数研究的主要对象 ,它具有很好的性质 .例如 ,

由函数在一点解析 (注意 ,只是在该点的邻域内可微 !)就可推出其

各阶导数也在该点解析 (本书第三章定理 3 .14 ) ,并且就可以展成

幂级数 (本书第四章定理 4 .14 ) .这在一元实变函数是绝对不可能

的 .因为一元实变函数在一个区间上的导数存在 ,甚至不可能保证

其导数连续 .

把数学分析中有关求导法则推广到复变函数 ,就有 :

(1 ) 如函数 f 1 ( z )、f2 ( z )在区域 D 内解析 ,则其和、差、积、

商 (在商的情形 ,要求分母在 D内不为零 )在 D内解析 ,并且

f 1 ( z )± f2 ( z ) ′= f′1 ( z )± f′2 ( z ) ,

f 1 ( z ) f2 ( z ) ′= f′1 ( z ) f2 ( z ) + f1 ( z ) f′2 ( z ) ,

f1 ( z)
f2 ( z)

′
=

f′1 ( z ) f2 ( z ) - f1 ( z ) f′2 ( z)
f2 ( z )

2 ( f 2 ( z )≠0) .

(2 ) (复合函数的求导法则 )设函数ξ= f ( z )在区域 D 内解

析 ,函数 w = g(ξ)在区域 G 内解析 .若对于 D内每一点 z ,函数

f ( z )的值ξ均属于 G ,则 w = g f ( z ) 在 D内解析 ,且

d g f ( z )
d z

=
d g(ξ)

dξ
·

d f ( z )
d z

.

例 2 .3  设多项式 P( z ) = a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an ( a0 ≠0 ) ,

由例 2 .2 及上述求导法则 (1 )知 , P( z )在 z 平面上解析 ,且

P′( z ) = na0 z
n - 1

+ ( n - 1) a1 z
n - 2

+⋯ + 2 an - 2 z + an - 1 .

例 2 .4  设有理分式函数

05 第二章  解 析 函 数



P( z )
Q ( z )

=
a0 z

n
+ a1 z

n - 1
+⋯ + an

b0 z
m

+ b1 z
m - 1

+⋯ + bm

 ( a0≠0 , b0 ≠0) ,

由前例及上述求导法则 (1 )知 ,此函数在 z 平面上除使分母 Q ( z )

= 0 的各点外解析 ,而使 Q ( z) = 0 的各点就是此有理分式函数的

奇点 .

例 2 .5  设函数 f ( z ) = ( 3 z
2

- 4 z + 5)
1 1

,则由例 2 .2 及上述

复合函数的求导法则 ,有

f′( z ) {= 11 (3 z
2

- 4 z + 5 )
10
·

d
d z

( 3 z
2

- 4 z + 5)

= 11 (3 z
2

- 4 z + 5 )
10

(6 z - 4 )

= 22 (3 z - 2 ) ( 3 z
2

- 4 z + 5)
1 0

.

对于实变复值函数 z ( t ) = x ( t ) + i y ( t ) ( t∈ [α,β] ) ,其求导

法则可直接由定义 2 .1 得到 ,即

z′( t ) = x′( t ) + i y′( t )  ( t∈ [α,β] ) .

3 .柯西 - 黎曼方程 (简称 C . - R .方程 )  假设

w = f ( z ) = u( x , y) + i v ( x , y )

是复变函数 z = x + i y 的一个定义在区域 D内的函数 .当二元实

函数 u ( x , y )及 v ( x , y )给定时 ,此函数也就完全确定 .一般说来 ,

如果函数 u ( x , y )与 v ( x , y )互相独立 , 即使函数 u ( x , y )及

v ( x , y )对 x 与 y所有偏导数都存在 ,函数 f ( z )通常仍是不可微

的 .例如 , w =珔z = x - i y 处处连续 ,并且 u = x , v = - y 对 x 和 y

的一切偏导数都存在且连续 ,但由例 2 .1 知 , w =珔z 却是一个处处

不可微的函数 .

因此 ,如果函数 f ( z )是可微的 , 它的实部 u ( x , y )与虚部

v ( x , y )应当不是互相独立的 ,而必须适合一定的条件 ,下面我们

就来探讨这种条件 .

若 f ( z ) = u ( x , y ) + i v ( x , y )在一点 z = x + i y 可微 ,而且

设

lim
Δ z→ 0

f ( z +Δz ) - f ( z )
Δz

= f′( z ) , ( 2 .3)
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又设Δz =Δ x + iΔy , f ( z +Δz ) - f ( z ) =Δu + iΔv ,其中

Δu = u ( x +Δx , y +Δy ) - u ( x , y ) ,

Δv = v ( x +Δ x , y +Δy) - v ( x , y ) ,

(2 .3 )变为

lim
Δ x→0
Δ y→ 0

Δu + iΔv
Δx + iΔy

= f′( z ) . ( 2 .4)

因为Δz =Δx + iΔy 无论按什么方式趋于零时 , ( 2 .4 )总是成立

的 .先设Δy = 0 ,Δx→0 ,即变点 z +Δz 沿平行于实轴的方向趋于

图 2 .1

点z (图 2 .1 ) ,此时 (2 .4 )成为

lim
Δ x→0

Δu
Δx

+ i lim
Δ x→ 0

Δv
Δ x

= f′( z ) ,

于是知
�u
�x

,
�v
�x
必然存在 ,且有

    
�u
�x

+ i
�v
�x

�= f′( z )

= lim
Δy = 0
Δ x→0

Δw
Δz

= lim
y = y

0
x→ x

0

f ( z) - f ( z0 )
z - z0

. ( 2 .5)

同样 ,设Δx = 0 ,Δy→0 ,即变点 z +Δz 沿平行于虚轴的方向趋于

点 z (图 2 .1) ,此时 ( 2 .4)成为

- i lim
Δ y→0

Δu
Δy

+ lim
Δ y→ 0

Δ v
Δy

= f′( z ) ,

故知
�u
�y

,
�v
�y
亦必存在 ,且有

    - i
�u
�y

+
�v
�y

c= f′( z )

= lim
Δ x = 0
Δ y→0

Δw
Δz
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= lim
x = x

0
y→ y

0

f ( z ) - f ( z0 )
z - z0

. ( 2 .6)

比较 (2 .5 )及 ( 2 .6)得出

�u
�x

=
�v
�y

,
�u
�y

= -
�v
�x

, ( C . - R .)

这是关于 u 及 v 的偏微分方程组 ,称为柯西 - 黎曼方程 (简记为

C . - R .) .

注  灵活应用 (2 .5 )及 ( 2 .6 )这两个公式 , 计算 f ( z )的实部

u ( x , y )及虚部 v ( x , y )在点 ( x0 , y0 )的偏导数 ,是比较方便的 .

总结以上探讨 ,即得下述定理 :

定理 2 .1(可微的必要条件 )  设函数

f ( z ) = u( x , y ) + i v ( x , y )

在区域 D内有定义 ,且在 D内一点 z = x + i y可微 ,则必有

(1 ) 偏导数 ux、uy、vx、vy在点 ( x , y )存在 ;

(2 ) u( x , y )、v ( x , y )在点 ( x , y )满足 C . - R .方程 .

由下例可见定理中的条件不是充分的 :

例2 .6  函数 f ( z ) = | x y |在 z = 0 满足定理 2 .1 中的条

件 ,但在 z = 0 不可微 .

证  因为 u ( x , y ) = | x y | , v ( x , y)≡0 ,

ux (0 , 0 ) = lim
Δ x→ 0

u (Δ x , 0) - u (0 , 0 )
Δ x

= 0 = vy (0 , 0 ) ,

uy ( 0 , 0) = lim
Δ y→0

u( 0 ,Δy ) - u (0 , 0 )
Δy

= 0 = - vx (0 , 0 ) ,

但是

f (Δz) - f (0 )
Δz

=
|Δ xΔy |
Δ x + iΔy

在Δz→0 时无极限 .这只要让Δz =Δx + iΔy 沿射线Δy = kΔx

(Δx > 0)随Δ x→0 而趋于零 ,即知上述比值是一个与 k 有关的值
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| k |
1 + ki

.

我们把定理 2 .1 的条件适当加强 ,就得到

定理 2 .2  (可微的充要条件 )  设函数 f ( z ) = u ( x , y ) +

i v ( x , y)在区域 D内有定义 ,则 f ( z )在 D 内一点 z = x + i y 可微

的充要条件是

(1 ) 二元函数 u( x , y)、v ( x , y )在点 ( x , y )可微 ;

(2 ) u( x , y )、v ( x , y )在点 ( x , y )满足 C . - R .方程 .

上述条件满足时 , f ( z )在点 z = x + i y 的导数可以表示为下列形

式之一 :

f′( z ) �=
�u
�x

+ i
�v
�x

=
�v
�y

- i
�u
�y

=
�u
�x

- i
�u
�y

=
�v
�y

+ i
�v
�x

. ( 2 .7)

证  必要性  设 f ( z )在 D内一点 z 可微 ,则

Δf ( z ) = f′( z )Δz +ηΔz , ( 2 .8)

其中η是随Δz→0 而趋于零的复数 .若命

f′( z) =α+ iβ,Δz =Δ x + iΔy ,Δ f ( z ) =Δu + iΔv ,

则 (2 .8 )可写成

Δu + iΔ v =αΔx -βΔy + i (βΔx +αΔy ) +η1 + iη2 ,

这里η1 = Re(η·Δz ) ,η2 = Im (η·Δz )是 |Δz | = (Δx )
2

+ (Δy )
2

的高阶无穷小 .

比较上式两端的实、虚部 ,即得

Δu =αΔ x - βΔy +η1 ,

Δ v =βΔ x +αΔy +η2 ,

由数学分析中二元函数的微分定义即知 , u( x , y)与 v ( x , y )在点

( x , y )可微 ,且

u x =α= vy , uy = - β= - vx . ( C . - R .)

充分性  由 u ( x , y )及 v ( x , y )的可微性即知 ,在点 ( x , y )有
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Δu = u xΔ x + uyΔy +η1 ,

Δv = vxΔx + vyΔy +η2 ,

其中η1及η2是 (Δ x )
2

+ (Δy)
2
的高阶无穷小 .

再由 C . - R .方程 ,可设

α= ux = vy , uy = - vx = - β,

于是就有

Δ f %=Δu + iΔv =αΔ x - βΔy +η1 + i (βΔx +αΔy +η2 )

= (α+ iβ) (Δ x + iΔy) +η1 + iη2 ,

或
Δf
Δz

=α+ iβ+η .

其中η=
η1 + iη2

Δ x + iΔy
随Δz→0 而趋于零 .因为

|η|≤
|η1 |

(Δx )
2

+ (Δy )
2

+
|η2 |

(Δx )
2

+ (Δy )
2

,

所以 lim
Δ z→ 0

Δf
Δz

=α+ iβ,

即是说 f′( z) j=α+ iβ= ux + i vx = vy - i uy

= u x - i uy = vy + i vx .

由数学分析知道 ,二元函数的可微性可以通过偏导数的连续

性看出来 ,于是我们有

推论 2 .3  (可微的充分条件 )  设函数 f ( z ) = u ( x , y ) +

i v ( x , y)在区域 D内有定义 ,则 f ( z )在 D 内一点 z = x + i y 可微

的充分条件是

(1 ) ux、uy、v x、vy在点 ( x , y )处连续 ;

(2 ) u( x , y )、v ( x , y )在点 ( x , y )处满足 C . - R .方程 .

由定义 2 .2 及定理 2 .2 ,我们得到一个刻画函数在区域 D 内

解析的定理 .

定理 2 .4  函数 f ( z ) = u( x , y ) + i v ( x , y )在区域 D内解析

的充要条件是 :
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(1 ) 二元函数 u( x , y)、v ( x , y )在区域 D内可微 ;

(2 ) u( x , y )、v ( x , y )在 D内满足 C . - R .方程 .

由定义 2 .2 及推论 2 .3 ,我们有

定理 2 .5  函数 f ( z ) = u( x , y ) + i v ( x , y )在区域 D内解析

的充分条件是

(1 ) ux、uy、v x、vy在 D内连续 ;

(2 ) u( x , y )、v ( x , y )在 D内满足 C . - R .方程 .

并且 f′( z )可由公式 ( 2 .7)给出 .

从以上几个定理 ,我们可以看出 : C . - R .方程是判断复变函

数在一点可微或在一区域内解析的主要条件 ,在哪一点不满足它 ,

函数在那一点就不可微 ;在哪个区域内不满足它 ,函数在那个区域

内就不解析 .定理 2 .4 或定理 2 .5 既提供了判别函数解析性的方

法 ,又指出了求导数的公式 ( 2 .7) .而用它求导数 ,可避免计算极限

(2 .1 )所带来的困难 .

例 2 .7  讨论函数 f ( z ) = | z |
2
的解析性 .

解  因 u ( x , y ) = x
2

+ y
2

, v ( x , y )≡0 ,故

u x = 2 x , uy = 2 y , vx = vy = 0 .

这四个偏导数在 z 平面上处处连续 ,但只在 z = 0 处满足 C . - R .

方程 .故函数 f ( z)只在 z = 0 可微 ,从而 ,此函数在 z 平面上处处

不解析 .并且 f′( 0) = ( ux + i vx ) | ( 0 , 0 ) = 0 .

例 2 .8  讨论函数 f ( z ) = x
2

- i y的可微性和解析性 .

解  因  u ( x , y ) = x
2

, v ( x , y) = - y ,故

ux = 2 x , uy = 0 , vx = 0 , vy = - 1 ,

所以 uy = 0 = - v x .

要 2 x = u x = vy = - 1 ,必须 x = -
1
2

.故仅在直线 x = -
1
2
上 , C .

- R .方程成立 ,且偏导数连续 .从而仅在直线 x = -
1
2
上 f ( z )可

微 ,但在 z 平面上 , f ( z)却处处不解析 .并且
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f′( z)
x = -

1
2

�
= ( u x + i vx )

x = -
1
2

= ( 2 x + i·0)
x = -

1
2

= - 1 .

注  上述两例 ,由于函数 f ( z)只在一个孤立点或只在一条直

线上可微 ,各点都未形成由可微点构成的圆邻域 ,故 f ( z )在其上

都不解析 ,从而在 z 平面上处处不解析 .

例 2 .9  试证函数 f ( z ) = e
x

( cos y + isin y )在 z 平面上解

析 ,且 f′( z) = f ( z ) .

证  因  u ( x , y ) = e
x
cos y , v ( x , y) = e

x
sin y ,而

ux = e
x
cos y , uy = - e

x
sin y ,

vx = e
x
sin y , vy = e

x
cos y

在 z 平面上处处连续 ,且适合 C . - R .方程 .由定理 2 .5 即知 f ( z)

在 z 平面上解析 ,并且

f′( z ) = ux + i v x = e
x
cos y + ie

x
sin y = f ( z ) .

*
例 2 .10  若函数 f ( z ) = u ( x , y ) + i v ( x , y )在区域 D 内

解析 ,且 f′( z)≠0( z∈ D ) ,则

u ( x , y ) = c1 , v ( x , y ) = c2

( c1 , c2为常数 )是 D内两组正交曲线族 .

证  因 f′( z ) = ux + i vx ≠0 ( z∈ D ) ,故在点 ( x , y ) , ux 与 vx

必不全为零 .

( 1) 设在点 ( x , y ) , u x≠0 且 vx≠0 ,则曲线 u( x , y) = c1的斜

率由

0 = d u = ux d x + uy d y

求得为

ku = -
ux

uy
;

同理 ,求得曲线 v ( x , y ) = c2的斜率为
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kv = -
vx

vy
,

故在点 ( x , y ) ,

ku·kv =
ux

uy
·

vx

vy

( C . - R .) vy

- vx
·

vx

vy
= - 1 .

所以曲线 u ( x , y ) = c1及 v ( x , y ) = c2在点 ( x , y )正交 .

(2 ) 设在点 ( x , y ) ,

u x≠0 且 vx = 0 ,

或

u x = 0 且 vx≠0 .

此时 ,过交点的两条切线 ,必然一条为水平切线 ,另一条为铅直切

线 ,它们仍然在交点处正交 .

最后 ,我们还要指出 :当 z0 = x0 + i y0∈ D , f′( z0 )≠0 时 ,则

两条曲线 :

u( x , y ) = u( x0 , y0 ) , v ( x , y ) = v ( x0 , y0 )

必在 ( x0 , y0 )处正交 .

思考题  �(1 ) 复变函数的可微性与解析性有什么异同 ?

(2 ) 判断函数的解析性有哪些方法 ?

§2 .初等解析函数

例 2 .3 及例 2 .4 已经指出了多项式及有理分式函数的解析

性 .这一节和下一节将进一步叙述复变数的初等函数 ,这些函数是

数学分析中通常的初等函数在复数域中的自然推广 .经过推广之

后的初等函数 ,往往会获得一些新的性质 .例如 ,复指数函数 e
z
是

有周期的 ,复三角函数 sin z 及 cos z 已不再是有界的 ,等等 .

另外 ,这一节主要讨论复初等单值函数的解析性 ,这可从它们

各自在一定区域内的可微性来判定 .

1 .指数函数  由例 2 .9 ,我们知道 f ( z ) = e
x

(cos y + isin y )
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在 z 平面上解析 ,且 f′( z ) = f ( z) .进一步 ,还易验证

f ( z1 + z2 ) = f ( z1 ) f ( z2 ) .

因此 ,我们有理由给出下面定义 .

定义 2 .4  对于任何复数 z = x + i y ,我们用关系式

e
z

= e
x + i y

= e
x

(cos y + isin y ) ( 2 .9)

来规定指数函数 e
z

.

对于复指数函数 e
z

,我们指出它具有如下的性质 :

(1 ) 对于实数 z = x ( y = 0 )来说 ,我们的定义与通常实指数函

数的定义是一致的 .

(2 ) | e
z

| = e
x

> 0 , arg e
z

= y;在 z 平面上 e
z
≠0 .

(3 ) e
z
在 z 平面上解析 ,且 (e

z
)′= e

z
.

(4 ) 加法定理成立 ,即 e
z

1
+ z

2 = e
z

1 e
z

2 .

(5 ) e
z
是以 2πi为 � 礁基本周期的周期函数 (注 (1 ) ) .

因对任一整数 k , e
z + 2 kπi

= e
z
e

2 kπi
= e

z
,

这里 e
2 kπi

= 1 .

(6 ) 极限 lim
z→∞

e
z
不存在 ,即 e

∞
无意义 .

因当 z 沿实轴趋于 +∞时 , e
z
→∞ ;当 z 沿实轴趋于 - ∞时 ,

e
z
→0 .

注  ( 1) 如一函数 f ( z)当 z 增加一个定值ω时其值不变 ,即

f ( z +ω) = f ( z ) ,则称 f ( z )为周期函数 ,ω称为 f ( z )的周期 .如

f ( z )的所有周期都是某一周期 ω的整倍数 ,则称 ω为 f ( z )的基

本周期 .

(2 ) ( 2 .9)式中 ,当 z 的实部 x = 0 时 ,就得到欧拉公式

e
i y

= cos y + isin y ,

所以 (2 .9 )是欧拉公式的推广 .

(3 ) 因 e
z
e

- z
= e

0
= 1 ,从而

e
- z

=
1
e

z ;
e

z
1

e
z

2
= e

z
1

- z
2 .

(4 ) e
z
仅仅是一个记号 ,其意义如定义 2 .4 ,它与 e = 2 .718⋯
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的乘方不同 ,没有幂的意义 .有时将复指数函数 e
z
写成 exp z ,表

示区别 .

(5 ) 虽然在 z 平面上 , e
z

= e
z + 2 kπi

( k为整数 ) ,但

( e
z

)′= e
z
≠0 ,

即不满足罗尔 ( Rolle)定理 ,故数学分析中的微分中值定理不能直

接推广到复平面上来 .不过 ,洛必达 ( L′Hospital)法则在复平面上

却是成立的 (见本章习题 2 ) .

(6 ) e
z

1 = e
z

2 � z1 = z2 + 2 kπi ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) .
*
例 2 .11  对任意的复数 z ,若 e

z + ω
= e

z
,则必有

ω= 2 kπi( k 为整数 ) .

证  由假设 ,对 z = 0 ,ω= a + i b,就有

e
ω

= e
0

= 1 , e
a

(cos b + isin b) = 1 ,

于是      e
a

= 1 , cos b + isin b = 1 ,

所以      a = 0 , cos b = 1 , sin b = 0 ,

因此      a = 0 , b = 2 kπ ( k为整数 ) ,

故必有     ω= a + i b = 2 kπi ( k为整数 ) .

2 .三角函数与双曲函数  由 (2 .9 ) ,当 x = 0 时推得

e
i y

= cos y + isin y ,

e
- i y

= cos y - isin y .

这里左端表示右端那个确定的复数 ,从而得到

sin y =
e

i y
- e

- i y

2i
, cos y =

e
i y

+ e
- i y

2

对于任意的实数 y 成立 .这两个公式中的 y 代以任意复数 z 后 ,

由 (2 .9 ) ,右端有意义 ,而左端尚无意义 ,因而我们给出如下定义 .

定义 2 .5  规定

sin z =
e

i z
- e

- i z

2i
, cos z =

e
i z

+ e
- i z

2
,

并分别称为 z 的正弦函数和余弦函数 .

这样定义的正弦函数和余弦函数具有如下性质 :
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(1 ) 对于 z 为实数 y 来说 ,我们的定义与通常正弦函数及余

弦函数的定义是一致的 .

(2 ) 在 z 平面上是解析的 ,且

( sin z)′= cos z , ( cos z )′= - sin z .

因为

( sin z )′=
1
2i

(e
i z

- e
- i z

)′=
1
2

(e
i z

+ e
- i z

) = cos z .

同理可证另一个 .

(3 ) sin z 是奇函数 , cos z 是偶函数 ,并遵从通常的三角恒等

式 :

sin
2

z + cos
2

z = 1 ,

sin( z1 + z2 ) = sin z1·cos z2 + cos z1·sin z2 ,

cos ( z1 + z2 ) = cos z1·cos z2 - sin z1·sin z2 ,

等等 .例如

    sin( z1 + z2 ) t=
e

i ( z
1

+ z
2

)
- e

- i ( z
1

+ z
2

)

2i

=
e

i z
1 e

i z
2 - e

- i z
1 e

- i z
2

2i

=
e

i z
1 - e

- i z
1

2i
·

e
i z

2 + e
- i z

2

2

 +
e

i z
1 + e

- i z
1

2
·

e
i z

2 - e
- i z

2

2i

= sin z1·cos z2 + cos z1·sin z2 .

(4 ) sin z 及 cos z 是以 2π为周期的周期函数 .

因由定义 2 .5 ,

cos( z + 2π) �=
e

i ( z + 2π)
+ e

- i ( z + 2π)

2

=
e

i z
e

2πi
+ e

- i z
e

- 2πi

2

=
e

i z
+ e

- i z

2
= cos z .
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同理可证另一个 .

(5 ) .sin z 的零点 (即 sin z = 0 的根 )为

z = nπ ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) .

cos z 的零点为

z = n +
1
2
π ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) .

  事实上 ,因为方程 sin z = 0 可以写成 e
2 i z

= 1 .如令 z =α+ iβ,

即可写成 e
- 2β

e
2 iα

= 1 = e
2 nπi
故

e
- 2β

= 1 , 2α= 2 nπ ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) ,

即 β= 0 ,α= nπ ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) .

所以 z = nπ ( n = 0 ,±1 ,⋯ )是 sin z 的零点 .

同理可推得 cos z 的零点 .

(6 ) 在复数域内不能再断言

| sin z |≤1 , | cos z |≤1 .

例如 ,取 z = i y ( y > 0 ) ,则

cos( i y) =
e

i ( i y )
+ e

- i( i y )

2
=

e
- y

+ e
y

2
>

e
y

2

只要 y 充分大 , cos i y 就可大于任一预先给定的正数 .

例 2 .12  求 sin (1 + 2i)的值 .

解  sin( 1 + 2i ) �=
e

i( 1 + 2i )
- e

- i ( 1 + 2i )

2i
=

e
- 2 + i

- e
2 - i

2i

=
e

- 2
( cos 1 + isin 1 ) - e

2
( cos 1 - isin 1)

2i

=
e

2
+ e

- 2

2
sin 1 + i

e
2

- e
- 2

2
cos 1

= cosh 2 sin 1 + isinh 2 cos 1 .

例 2 .13  对任意的复数 z ,若 sin ( z +ω) = sin z ,则必有

ω= 2 kπ ( k为整数 ) .

证  由假设 ,有 sin( z +ω) - sin z = 0 ,因而

sin
ω
2

cos z +
ω
2

= 0 ,
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故必 ω= 2 kπ ( k为整数 ) .

定义 2 .6  规定

tan z =
sin z
cos z

, cot z =
cos z
sin z

,

sec z =
1

cos z
, csc z =

1
sin z

,

分别称为 z 的正切函数、余切函数、正割函数及余割函数 .

这四个函数都在 z 平面上使分母不为零的点处解析 ,且

( tan z )′= sec
2

z , ( cot z )′= - csc
2

z

( sec z )′= sec z·tan z , ( csc z )′= - csc z·cot z .

正切函数和余切函数的周期为π,正割函数及余割函数的周期为

2π .例如 ,就函数 tan z 来说 ,它在 z≠ n +
1
2
π ( n = 0,±1,⋯ )

的各点处解析 ,且有 tan ( z +π) = tan z .因为

tan( z +π) =
sin( z +π)
cos ( z +π)

=
- sin z
- cos z

=
sin z
cos z

= tan z .

*
例 2 .14  对任意的复数 z ,若 tan( z +ω) = tan z ,则必有

ω= kπ ( k为整数 ) .

证  由定义 2 .6 及定义 2 .5 知

tan z =
sin z
cos z

=
e

2 i z
- 1

i (e
2i z

+ 1)
,

由此可见 , tan( z +ω) = tan z 等价于 e
2i ( z + ω)

= e
2i z

.故必有

e
2iω

= 1 .

所以 ω= kπ ( k为整数 ) .

定义 2 .7  规定

sinh z =
e

z
- e

- z

2
, cosh z =

e
z

+ e
- z

2
,

tanh z =
sinh z
cosh z

, coth z =
1

tanh z
,

sech z =
1

cosh z
, csch z =

1
sinh z

,
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并分别称为 z 的双曲正弦函数、双曲余弦函数、双曲正切函数、双

曲余切函数、双曲正割函数及双曲余割函数 .

显然 ,它们都是解析函数 ,各有其解析区域 ,且都是相应的实

双曲函数在复数域内的推广 .

由于 e
z
及 e

- z
皆以 2πi为基本周期 .故双曲正弦及双曲余弦函

数也以 2πi为基本周期 .

关于三角函数与双曲函数的有些性质以及它们之间的关系 ,

我们已列入本章习题 .

注  (1 ) 由定义 2 .5 可知 ,对任何复数 z ,有

e
i z

= cos z + isin z ,

这是欧拉公式在复数域内的推广 .

(2 ) 定义 2 .5、定义 2 .6及定义 2 .7 本身就反映了复三角函数

与复指数函数的关系以及复双曲函数与复指数函数的关系 .换言

之 ,无论是复三角函数还是复双曲函数 ,都是由复指数函数表示的 .

本节所提到的初等函数都是周期函数 ,在下一节 ,我们可以证

明它们的反函数都是多值函数 .

§3 .初等多值函数

在复数域中对于多值函数的研究具有特殊的重要意义 .因为

只有在这样的研究中才能看出函数多值性的本质 .本节的一个内

容是介绍幂函数与根式函数、指数函数与对数函数的映射性质 ;主

要内容是采用限制辐角或割破平面的方法 ,来分出根式函数与对

数函数的单值解析分支 ;最后 ,对反三角函数及一般幂函数只作初

步介绍 .

为了下面讨论的需要 ,我们先给出如下定义 .

定义 2 .8  设函数 f ( z )在区域 D内有定义 ,且对 D 内任意

不同的两点 z1及 z2 ,都有 f ( z1 )≠ f ( z2 ) ,则称函数 f ( z )在 D 内

是单叶的 .并且称区域 D为 f ( z)的单叶性区域 .
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显然 ,区域 D到区域 G的单叶满变换 w = f ( z )就是 D 到 G

的一一变换 .

1 .根式函数

定义2 .9  我们规定根式函数 w =
n

z为幂函数 z = w
n
的反函

数 ( n 是大于 1 的整数 ) .

(1) 幂函数的变换 (映射 )性质及其单叶性区域

函数 z = w
n

(2 .10)

在 w 平面上单值解析 ,它把扩充 w 平面变成扩充 z 平面 ,且 z =

0 ,∞分别对应于 w = 0 ,∞ .可是由

w =
n

z =
n

| z | e
i
arg z + 2 kπ

n

   ( k = 0 , 1 ,⋯ , n - 1 )

知道 ,每一个不为零或∞的 z ,在 w 平面上有 n 个原像 ,且此 n 个

点分布在以原点为中心的正 n 角形的顶点上 .于是 , 函数 ( 2 .10)

的反函数 w =
n

z在 z 平面上就是 n 值的 .

如果置 z = re
iθ

, w =ρe
iφ

,则 (2 .10)成为

r =ρ
n
,θ= nφ . (2 .11)

由( 2 .11)知道 ,变换(2 .10)把从原点出发的射线 φ=φ0变成从

原点出发的射线θ= nφ0 ,并把圆周ρ=ρ0变成圆周 r =ρ
n
0 (图 2 .2) .

图 2 .2
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当 w 平面上的动射线从射线φ= 0 扫动到射线 φ=φ0 时 ,在

变换 z = w
n
下的像 ,就在 z 平面上从射线θ= 0 扫动到射线θ=

nφ0 .从而 , w 平面上的角形 0 <φ<φ0就被变成 z 平面上的角形

0 <θ< nφ0 (图 2 .2 ) .

特别 ,变换 ( 2 .10 )把 w 平面上的角形 -
π
n

<φ<
π
n
变成 z 平

面除去原点及负实轴的区域 (图 2 .3 ) .

图 2 .3

一般 ,变换 ( 2 .10 )把张度为
2π
n
的 n 个角形

Tk :
2 kπ

n
-
π
n

<φ<
2 kπ

n
+
π
n

(2 .12)

( k = 0 ,1 ,⋯ , n - 1)

都变成 z 平面除去原点及负实轴的区域 .图 2 .3 是 k = 0 的情形 .

图 2 .4 是 n = 3 的情形 ,这时 Tk ( k = 0 , 1 , 2 )都变成 z 平面除去原

点及负实轴的区域 .

显然 (2 .12)是函数 (2 .10)的单叶性区域的 � 纳一种分法 .因由 ( 2 .

11 ) ,我们知道区域 T 是 ( 2 .10 )的单叶性区域的充要条件是 :对于

T 内任一点 w1 ,满足下面等式的点 w2 ,

| w2 | = | w1 | , arg w2 = arg w1 +
2 kπ

n

( k = 1 ,2 ,⋯ , n - 1)
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图 2 .4

不属于 T .( 2 .12 )的这些角形互不相交而填满 (都加上同一端边

界 ) w 平面 (图 2 .4) .

总之 ,幂函数 w = z
n

( n 是大于 1 的整数 )的单叶性区域 , 是

顶点在原点 z = 0 ,张度不超过
2π
n
的角形区域 .

(2) 分出 w =
n

z的单值解析分支  当 z = re
iθ
时 ,函数

w =
n

z =
n

re
i
θ+ 2 kπ

n , ( k = 0 , 1 ,⋯ , n - 1 ) � 缆

出现多值性的原因是由于 z 确定后 , � 缆其辐角并不惟一确定 (可以

相差 2π的整数倍 ) .今在 z 平面上从原点 O到点∞任意引一条射

线 (或一条无界简单曲线① ) ,将 z 平面割破 ,割破了的 z 平面构成

一个以此割线为边界的区域 ,记为 G (同时我们就用 G 表示包含

在割破了的 z 平面内的某一子区域 ) . � 肦在 G内随意指定一点 z0 ,并

� �;指定 z0 的一个辐角值 ,则在 G内任意的点 z ,皆可根据 z0的辐角 , � 择

依连续变化而惟一确定 z 的辐角 .

假定从原点起割破负实轴 , C是 G内过点 z0的一条简单闭曲

线 ,即 C 不穿过负实轴 ,它的内部不包含原点 z = 0 ,则当变点 z
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从 z0起绕 C 一周时 , z 的像点 wk = (
n

z ) k 各画出一条闭曲线Γk

(包含在角形 Tk内 )而各回到它原来的位置 wk

( 0 )
,因为这时 arg z

回到其起始的值 arg z0 (如图 2 .5 ,它是 n = 3 的情形 ) .

图 2 .5

因此 ,在区域 G内可以得到

wk = (
n

z ) k =
n

r( z ) e
i
θ( z ) + 2 kπ

n , ( z∈ G )

( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1 ) (2 .13)

它们也可记成

w =
n

z (
n

1 = e
i
2 kπ

n ) , ( z∈ G)

( k = 0 ,1 ,⋯ , n - 1) (2 .13)′

(2 .13 )或 ( 2 .13 )′称为
n

z的 n 个单值连续分支函数 .当 k 取 0 ,

1 ,⋯ , n - 1中的固定值时 ,它就是
n

z的第 k个分支函数

下面 ,我们根据列入本章习题第 9 题的那个定理 ,来验证这 n

个单值连续分支函数都是解析函数 ,并有

d
d z

(
n

z ) k =
1
n

(
n

z ) k

z
, ( z∈ G ) (2 .14)

( k = 0 ,1 ,⋯ , n - 1)

  例如 ,对 wk = (
n

z ) k这一单值连续分支函数 ,其实部及虚部
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u( r ,θ) =
n

rcos
θ+ 2 kπ

n
, v ( r ,θ) =

n

rsin
θ+ 2 kπ

n

在 G内皆为 r ,θ的可微函数 ,并且

ur =
1
n

r
1
n

- 1
cos
θ+ 2 kπ

n
, uθ = -

1
n

r
1
n sin
θ+ 2 kπ

n
,

vr =
1
n

r
1
n

- 1
sin
θ+ 2 kπ

n
, vθ =

1
n

r
1
n cos
θ+ 2 kπ

n
,

在 G内满足极坐标的 C . - R .方程 :

ur =
1
r

vθ , vr = -
1
r

uθ ,

故 wk = (
n

z ) k在 G内解析 ,且

  
d

d z
(

n

z ) k �=
r
z

( ur + i vr )

=
r
z

1
n

r
1
n

- 1
cos
θ+ 2 kπ

n
+ i

1
n

r
1
n

- 1
sin
θ+ 2 kπ

n

=
1
n

1
z

r
1
n cos
θ+ 2 kπ

n
+ i sin
θ+ 2 kπ

n

=
1
n

(
n

z ) k

z
( k = 0 , 1 ,⋯ , n - 1 ) .

(3) w =
n

z的支点及支割线  我们再分析一下 , 如果不像上

述办法割破 z 平面 ,则变点 z 就可以沿一条简单闭曲线珟C (如图

2 .5)变 .z0是珟C 上某一个点 ,珟C 包含原点 z = 0 在其内部 .这时 ,珟C

穿过负实轴 .于是 , 当变点 z 从 z0 出发 ,循正 (负 )方向绕 珟C 一周

后 , z0的辐角已经增 (减 )了 2π, z 的像点 wk = (
n

z ) k就不可能回到

它们的原来位置 w
( 0 )
k ( w

( 0 )
0 = w0 ) ,而是沿如图 2 .5 中虚线路径 ,

从一支变到另一支 :

w0 = w
( 0 )

0 W→ w
( 0 )

1 �→ w
( 0 )

2 �→ w
( 0 )

3 w→ ⋯ �→ w
( 0 )

n - 1 E→ w0

(← ) (← ) (← ) (← )⋯ (← ) (← )

这样一来 ,在包含或包围着原点 z = 0 的区域 D内 ,我们不可能把

w =
n

z分成 n 个独立的单值解析分支 .而现在 ,这些分支好像在原
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点 z = 0 连接起来 ,抖不散了 .

原点 z = 0———在此点的充分小邻域内 ,作一个包围此点的圆

周Γ,当变点 z 从Γ上一点出发 ,绕 Γ连续变动一周而回到其出

发点时 ,
n

z从其一支变到另外一支———我们称它为
n

z的支点 .

z =∞也具有 z = 0 所具有的类似性质 ,也称为
n

z的支点 .因

为 z 沿顺时针方向绕以原点 z = 0 为心 ,半径为充分大的圆周 Γ

(此圆周可以看作是在点∞的邻域内 ,并包围着∞的一个圆周 )一

周时 ,
n

z也从其一支变到另外一支 .

一般地 ,具有这种性质的点 ,使得当变点 z 绕这点一整周时 ,

多值函数从其一支变到另一支 ,也就是说 ,当变点回转至原来的位

置时 ,函数值与原来的值相异 ,则称此点为此多值函数的支点 .
n

z除在 z = 0 及 z =∞具有上述性质外 ,其他任何点皆不具此

性质 .因此 ,
n

z仅以 z = 0 及 z =∞为支点 .

用来割破 z 平面 ,借以分出
n

z的单值解析分支的割线 ,称为
n

z的支割线 .一般地说 ,支割线可以区分为两岸 .当支割线接近于

平行 x 轴的方向 ,就分成上岸与下岸 ;当支割线接近平行于 y 轴

的方向 ,就分成左岸与右岸 .每一单值分支在支割线的两岸取得不

同的值 .

对应于支割线的不同作法 ,分支也就不同 .因为这时各分支的

定义域 G随支割线改变而改变 ,其值域 Tk ( k = 0 , 1 ,⋯ , n - 1 )当

然也要随支割线改变而改变 .但无论怎样 ,各分支的总体仍然是
n

z ,因为改变后的 Tk ( k = 0 , 1 ,⋯ , n - 1 )仍然互不相交而填满 (都

加上同一端边界 ) w 平面 .

特别情形 ,是 � 女取负实轴为支割线而得出的 n 个不同的分支 ,

其中有一支在正实轴上取正实值的 ,称为
n

z的主值支 , 它可以表

为 :

(
n

z )0 =
n

re
iθ
n , ( -π<θ<π) . (2 .15)
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顺便指出 :每一单值分支在支割线上是不连续的 .就拿以负实

轴为支割线的主值支 (2 .15 )来说 ,当 z 从负实轴上方趋于点 z =

- x ( x > 0 ) ,与从负实轴下方趋于此点时 , 分别有极限
n

x e
iπ
n 及

n

x e
-

iπ
n .不过 ,函数 w =

n

z的每一单值连续分支 ,可以扩充成为直

到负实轴 (除去原点 z = 0)的上岸 (或下岸 )连续的函数 .扩充的函

数值称为上述单值连续分支在负实轴的上岸 (或下岸 )所取的值 .

也就是说 ,如 z = z0 在支割线负实轴的上岸 , 而每个在 G:

-π<θ( z ) <π内的单值解析分支 (
n

z ) k是可以扩充成单边连续到

负实轴上岸的 .这时 ,就可以在上岸上计算其值 .

值得注意的是 :
n

z除了表多值函数的总体外 ,在一般书中 ,也

常用它同时表某一特定单值分支 .这时 ,一定要从上下文去看它究

竟是表示什么区域上的哪一分支 .比如 , 当我们将
n

z的第 k 支

(
n

z ) k仍用
n

z表示时 ,公式 ( 2 .14 )就可写成

d
d z

n

z =
1
n
·

n

z
z

=
1
n

z
1
n

- 1
, (2 .14)′

这时 , ( 2 .14 )′中的
n

z及 z
1
n 就不能看成多值函数的总体 ,而应看成

同一个特定单值解析分支 .

图 2 .6

还要强调一下 ,对于定义域 G而言 ,如 G 不包含 (或不包围 )

原点 (或点∞ )时 ,则
n

z在 G 内已能分出单值解析分支 (如图 2 .6
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所示各区域 G ) ,否则 (如图 2 .7 所示各区域 G )就要从原点至点

∞引割线将 G割开 ,才能分出单值解析分支 .

图 2 .7

前面讨论的一切结论 ,经过适当的变数代换 ,就可以转移到多

少更一般类型的函数 :

w =
n

z - a ,

它只以 z = a 及 z =∞为支点 ,以从 z = a 出发并伸向无穷的广义

简单曲线为支割线 .且在沿支割线割开的 z 平面上任一区域 G

内 ,能分出 n 个单值解析分支 .

例 2 .15  设 w =
3

z确定在从原点 z = 0 起沿负实轴割破了

的 z 平面上 ,并且 w ( i) = - i .试求 w ( - i)之值 .

解  设 z = re
iθ

,则

wk =
3

r ( z ) e
i
θ( z) + 2 kπ

3 , k = 0 ,1 ,2

这里 z∈ G: -π<θ<π .且必 r( z) = | z | > 0 .

(因为在单有限支点的情形 ,沿 z 平面的负实轴割破 ,与限制 z 的

辐角 arg z =θ( z)的变化范围 -π<θ( z ) <π是一致的 .)

(1 ) 由已给条件定 k:

z = i∈ G时 , r ( i) = 1 ,θ( i) =
π
2

.
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要 - i = e
i

π
2

+ 2 kπ

3 = e
i
π+ 4 kπ

6 ,必 k = 2 .

或直接由 - i的辐角 arg ( - i ) =
3
2
π,合于π< arg ( - i) <

5π
3
看出

- i∈ T2 (如图 2 .8 ) ,因而 k = 2 .

(2 ) 求 w2 ( - i) ( - i∈G ) :

因  r ( - i) = 1 ,θ( - i) = -
π
2

,故

w2 ( - i ) = e
i

1
3

-
π
2

+ 4π
= e

7
6
πi

= - e
π
6

i
.

(3 ) 各支的图像 (如图 2 .8) :

G: -π<θ( z ) <π

T0 : -
π
3

< arg w0 ( z ) <
π
3

;

T1 :
π
3

< arg w1 ( z ) <π;

T2 :π< arg w2 ( z ) <
5π
3

.

图 2 .8

2 .对数函数

(1) 复对数的定义

定义 2 .10  我们规定对数函数是指数函数的反函数 .即若

e
w

= z  ( z≠0 ,∞ ) (2 .16)

则复数 w 称为复数 z 的对数 ,记为 w = Ln z .
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令  z = re
iθ

, w = u + i v ,则 ( 2 .16 )就是

e
u + i v

= re
iθ

因而 u = ln r , v =θ+ 2 kπ (2 .17)

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

故方程 (2 .16)的全部根是

Ln z = ln r + i(θ+ 2 kπ) , ( k = 0 ,±1 ,⋯ )

或     Ln z �= ln | z | + iArg z (2 .18)

= ln | z | + i (arg z + 2 kπ) .( k = 0 ,±1 ,⋯ )

(当 k取确定值时 , Ln z 的对应值记为 ( ln z ) k )

且 Ln z = ln z + 2 kπi( k = 0 ,± ,⋯ ) (2 .19)

这就说明了一个复数 z( z≠0 ,∞ )的对数仍是复数 ,它的实部

是 z 的模的通常实自然对数 ,它的虚部是 z 的辐角的一般值 ,即

虚部可以取无穷多个值 ,任二相异值之差为 2π的一个整数倍 .也

就是说 , w = Ln z 是 z 的无穷多值函数 .

式( 2 .19 )的 ln z = ln | z | + iarg z 表示 Ln z 的某一个特定

值 ,其中 arg z 表示 Arg z 的一个特定值 .当限定 arg z 取主值时 ,

即 -π< arg z≤π时 , ln z 称为 Ln z 的主值 (或主值支 ) .于是

主值 ln z = ln | z | + iarg z , (2 .20)

( -π< arg z≤π)

例 2 .16  设 a > 0 ,则

Ln a = ln a + 2 kπi , ( k = 0 ,±1 ,⋯ )

其主值就是通常的实对数 ln a .

    Ln( - a) = ln a + (2 k + 1 )πi( k = 0 ,±1 ,⋯ ) ;

    ln ( - a) = ln a +πi;

特别   ln ( - 1 ) = ln 1 +πi =πi;

    Ln( - 1) = (2 k + 1 )πi ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) .

  此例说明 :复对数是实对数在复数域内的推广 ;在实数域内

“负数无对数”的说法 ,在复数域内是不成立的 .但可修改成“负数
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无实对数 ,且正实数的复对数也是无穷多值的 .”

例 2 .17  3ln i = ln | i | +
π
2

i =
π
2

i;

Ln i =
π
2

i + 2 kπi =
1 + 4 k

2
πi

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

例 2 .18  Ln(3 + 4i) = ln 5 + iarc tan
4
3

+ 2 kπi .

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

(2) 对数函数的基本性质

Ln( z1 z2 ) = Ln z1 + Ln z2 ,

Ln
z1

z2
= Ln z1 - Ln z2 .

( z1 , z2≠0 ,∞ ) (2 .21)

可以像在实数域中一样证明它们在复数域中成立 .例如证明前一

个 .根据指数函数的加法定理 ,由恒等式

e
Ln z

1 = z1 和 e
L n z

2 = z2 ,

即可推出恒等式

e
L n z

1
+ L n z

2 = z1 z2 ;

另一方面 ,因

e
Ln ( z

1
z

2
)

= z1 z2 ,

故 e
L n ( z

1
z

2
)

= e
Ln z

1
+ Ln z

2 .

于是得证 .

思考题  参照我们对公式 (1 .12)及 (1 .12 )′所作的说明 ,试对

公式 (2 .21)作出类似的说明 .

当求等式

e
z

1 = e
z

2

的对数时 ,结果可以写成

z1 = z2 + 2 kπi .

加上 2 kπi是必要的 ,因为指数函数具有虚周期 2πi .
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(3) 指数函数 z = e
w
的变换性质及其单叶性区域

令  z = re
iθ

, w = u + i v ,则 ( 2 .16 )成为

r = e
u

,θ= v .

由此知道 ,变换 ( 2 .16 ) :

z = e
w

, ( z≠0 ,∞ )

把直线 v = v0 变成从原点出发的射线θ= v0 ,把线段“ u = u0 且

-π< v≤π”变成圆周 r = e
u

0 (图 2 .9 ) .

图 2 .9

当 w 平面上的动直线从直线 v = 0 扫动到直线 v = v0 时 ,在

变换 z = e
w
下的像 , 就在 z 平面上从射线θ= 0 扫动到射线 θ=

v0 .从而 w 平面上的带形 0 < v < v0 就被变成 z 平面上的角形

0 <θ< v0 (图 2 .9) .

特别 ,变换 z = e
w
把 w 平面上的带形 -π< v <π变成 z 平面

上除去原点及负实轴的区域 .

一般 ,变换 ( 2 .16 )把宽为 2π的带形

Bk : (2 k - 1)π< v < ( 2 k + 1 )π, ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) (2 .22)

都变成 z 平面上除去原点及负实轴的区域 (图 2 .10) .

显然 (2 .22)是函数 (2 .16)的单叶性区域的 � �2一种分法 .因由 ( 2 .

17 )我们知道 ,区域 B 是 ( 2 .16 )的单叶性区域的充要条件为 :对于
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B内任一点 w1 = u1 + i v1 ,满足条件

u2 = u1 , v2 = v1 + 2 kπ ( k为非零整数 )

的点 w2 = u2 + i v2不属于 B .

(2 .22 )的这些带形互不相交而填满 (都加上同一端边界 ) w

平面 (图 2 .10) .

图 2 .10

总之 ,指数函数 w = e
z
的单叶性区域 , 是 z 平面上平行于实

轴 ,宽不超过 2π的带形区域 .

(4) 分出 w = Ln z 的单值解析分支  参照图 2 .11 作类似于

对函数 w =
n

z的讨论 .在 z 平面上从原点 z = 0 起割破负实轴的

区域 G内 ,可以得到 w = Ln z 的无穷多个不同的单值连续分支

函数

wk = ( ln z ) k = ln r( z ) + i [θ( z ) + 2 kπ] . (2 .23)

( z∈ G , k = 0 ,±1 ,⋯ )

它们也可记成

w = ln z ( ln 1 = i2 kπ) , ( z∈ G )

( k = 0 ,±1 ,⋯ ) (2 .23)′

仍可根据列入本章习题 9 的那个定理 , 验证 ( 2 .23 )皆在 G 内解
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析 ,且有

d
d z

( ln z ) k =
1
z
 ( z∈ G , k = 0 ,±1 ,⋯ ) .

当不割破 z 平面时 ,参照图 2 .11 作类似于对 w =
n

z的讨论 ,

即知 w = Ln z 仍只以 z = 0 及 z = ∞为支点 , 仍以连接 z = 0 及

z =∞的广义简单曲线 (特别是负实轴 )为支割线 .

图 2 .11

同理 ,易知 Ln( z - a)只以 z = a 及 z =∞为支点 ,以联结 z =

a及 z =∞的任一射线或广义简单曲线为支割线 ;在沿支割线割

开了的 z 平面上任一区域 G 内 , Ln ( z - a)的每一分支是单值解

析的 .

3 .一般幂函数与一般指数函数

定义 2 .11  w = z
α

= e
αLn z

( z≠0 ,∞ ;α为复常数 )称为 z 的

一般幂函数 .

此定义是实数域中等式

x
α

= e
αln x
 ( x > 0 ,α为实数 )

在复数域中的推广 .不难验证 , 当α取整数 n≥1 或取分数
1
n

( n

为大于 1 的整数 )时 ,它就是我们已经定义过的幂函数 z
n
及根式

87 第二章  解 析 函 数



函数
n

z .

设 ( ln z )0表示 Ln z 中的任意一个确定的值 .则

      z
α �

= e
αLn z

= e
α[ ( ln z )

0
+ 2 kπi]

= w0 e
2 kπiα

, ( k = 0 ,±1 ,⋯ )

其中 w0 = e
α( ln z)

0 表 z
α
所有的值中的一个 .

现在我们来讨论α的如下三种特殊情形 :

(1 ) � �*α是一整数 n .此时

e
2 kπiα

= e
2 ( kn)πi

= 1 ,

故 z
α
这时是 z 的单值函数 .

(2 ) � 糡α是一有理数
q
p

(既约分数 ) .这时

e
2 kπiα

= e
2 kπi

q
p ,

只能取 p 个不同的值 ,即当 k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , p - 1 时的对应值 .于是

z
q
p = w0 e

2 kπi
q
p , k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , p - 1 .

(3 ) � 縱α是一无理数或虚数  这时 ,式子 e
2 kπiα
的所有的值各不

相同 , z
α
就是无限多值的 .

总之 ,由于 Ln z 的多值性 , z
α
一般也是多值的 (仅当 α为整

数时例外 ) .将 z
α
分成单值解析分支的方法与 Ln z 同 ,且 z

α
仍只

以 z = 0 及 z =∞为支点 .当从原点起沿负实轴割破 z 平面后 ,对

z
α
的每一分支 (仍以 z

α
表示之 )有

d
d z

z
α #

=
d

d z
e
αln z

= e
αln z
·
α
z

= z
α
·
α
z

=αz
α - 1

,

当α取分数
1
n

( n 为大于 1 的整数 )时 ,它就是 (2 .14)′.

定义 2 .12  w =α
z

= e
zL n α

(α≠0 ,∞ ,为一复常数 )称为一般

指数函数 .

它是无穷多个独立的 ,在 z 平面上单值解析的函数 .当α= e,
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Ln e取主值时 ,便得到通常的单值的指数函数 e
z

.

本段说的这两种函数都可看作复合函数 ,它们的性质可由其

他函数的性质推导出来 .

例 2 .19  求 i
i

.

解

i
i

= e
i L n i

= e
i
π
2

i + 2 kπi
= e

-
π
2

- 2 kπ
,

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

且     i
i
的主值为 e

-
π
2 .

例 2 .20  求 2
1 + i

解  2
1 + i �

= e
( 1 + i ) L n 2

= e
( 1 + i ) ( ln 2 + 2 kπi )

= e
( ln 2 - 2 kπ) + i( ln 2 + 2 kπ)

= e
( ln 2 - 2 kπ)

(cos ln 2 + i sin ln 2) ,

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

且 2
1 + i
的主值为 e

l n 2
(cos ln 2 + i sin ln 2) .

4 .具有多个有限支点的情形

前面我们讨论了根式函数 w =
n

z与对数函数 w = Ln z ,它们

的支点都是 � 羬一个有限支点 z = 0 和无穷远点 z =∞ .其支割线可以

是从 0 到∞的一条射线 (如包含原点的负实轴 ) ,这与限制变点 z

的辐角范围 (如 -π< arg z <π)是一致的 .从而 ,在 z 平面上以此

割线为边界的区域 G内 ,它们都能分出单值解析分支 .

但对具有多个有限支点的多值函数 ,我们就不便采取限制辐

角范围的办法 ,而是首先求出该函数的一切支点 ,然后适当联结支

点以割破 z 平面 .于是 ,在 z 平面上以此割线为边界的区域 G 内

就能分出该函数的单值解析分支 .因为 ,在 G 内变点 z 不能穿过

支割线 ,也就不能单独绕任一个支点转一整周 , 函数就不可能在

G内同一点取不同的值了 .

(1 ) 讨论函数
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w = f ( z) =
n

P( z ) (2 .24)

的支点 ,其中 P( z )是任意的 N 次多项式 ,

P( z ) = A( z - a1 )
α

1⋯ ( z - am )
α

m

a1 , a2 ,⋯ , am是 P( z)的一切相异零点 .α1 ,α2 ,⋯ ,αm分别是它们

的重数 ,合于

α1 +α2 +⋯ +αm = N .

我们先来看

例 2 .21  考查下列二函数有哪些支点 :

(a ) f ( z ) = z (1 - z ) ; ( b) f ( z) =
3

z( 1 - z )

解  

(a ) 当 z 沿内部包含 0 (但不包含 1)的简单闭曲线 C0正方向

绕行一周时 , z 的辐角得到增量 2π(即ΔC
0

arg z = 2π) , 1 - z 的辐

角并未改变 (即ΔC
0

arg( 1 - z ) =ΔC
0

arg( z - 1) = 0 ) ,结果 f ( z ) =

z( 1 - z )的辐角获得增量π,即

ΔC
0

arg f ( z) �=
1
2
ΔC

0
arg z +ΔC

0
arg(1 - z)

=
1
2

2π+ 0 =π .

故 f ( z )的终值较初值增加了一个因子 e
iπ

= - 1 ,发生了变化 ,可

见 0 是 f ( z ) = z (1 - z )的支点 .同样的讨论 ,可见 1 也是其支

点 .

任何异于 0、1 的有限点都不可能是 f ( z )的支点 .事实上 ,对

于这样的点ζ,可以取一条包含ζ但不包含点 0、1 的简单闭曲线

珟C ,而

Δ珟C arg f ( z ) �=
1
2
Δ珟C arg z +Δ珟C arg( 1 - z )

=
1
2

0 + 0 = 0 ,
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即 f ( z )的终值与初值比较 ,未发生改变 .

如果简单闭曲线 C同时包含 0、1 两点 (如图 2 .12) ,点 z 沿 C

的正向绕行一周后 ,

图 2 .12

ΔC arg f ( z ) �=
1
2
ΔC arg z +ΔC arg( 1 - z )

=
1
2
ΔC arg z +ΔC arg( z - 1 )

=
1
2

2π+ 2π = 2π .

结果是 f ( z )原来的值乘以 e
2πi

= 1 ,并不改变其值 .由此可见 ,∞不

是 f ( z )的支点 .

( b) f ( z )可能的支点是 0 , 1 ,∞ .如图 2 .12 ,由于

ΔC
0

arg f ( z) �=
1
3
ΔC

0
arg z +ΔC

0
arg(1 - z)
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=
1
3

2π+ 0 =
2π
3

,

ΔC
1

arg f ( z) �=
1
3
ΔC

1
arg z +ΔC

1
arg(1 - z)

=
1
3

0 + 2π =
2π
3

,

ΔC arg f ( z ) �=
1
3
ΔC arg z +ΔC arg( 1 - z )

=
1
3

2π+ 2π =
4π
3

,

结果 f ( z )的值均较原值发生了变化 .故 0、1、∞都是 f ( z )的支

点 ,且此外别无支点 .

对式 (2 .24)函数作类似地讨论 ,我们就能得到下列结论 :

(a ) ( 2 .24 )可能的支点是 a1 , a2 ,⋯ , am和∞ ;

( b) 当且仅当 n 不能整除αi时 ,αi是
n

P( z )的支点 ;

(c ) 当且仅当 n 不能整除 N 时 ,∞是
n

P( z )的支点 ;

( d) 如果 n 能整除α1 ,α2 ,⋯ ,αm 中若干个之和 , 则 a1 , a2 ,

⋯ , am中对应的那几个就可以联结成割线抱成团 , 即变点 z 沿只

包含它们在其内部的简单闭曲线转一整周后 ,函数值不变 .这种抱

成的团可能不止一个 .其余不入团的点 ai则与点∞联结成一条割

线 .

例如 ,对

w = z ( z - 1 ) ( z - 2 ) ( z - 3 ) ( z - 4) ,

就可将 0 与 1 , 2 与 3 分别用直线联结成割线 ,抱成两个团 ,再把余

下的 4 与点∞联结成一条割线 .

又如对

w =
3

z ( z - 1 ) ( z - 2 ) ( z - 3 ) ( z - 4) ,

就可将 0 ,1 ,2 用直线联结成一条割线 , 抱成一个团 ,再把余下的

3 , 4 与点∞联结成一条割线 .
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(2) 由已给单值解析分支 f ( z )的初值 f ( z1 ) , 计算终值

f ( z2 )

借助每一单值解析分支 f ( z )的连续性 ,先计算当 z 从 z1 沿

曲线 C(不穿过支割线 )到终点 z2 时 , f ( z )的辐角的连续改变量

ΔC arg f ( z) ,再计算终值

    f ( z2 ) ^= | f ( z2 ) | e
iar g f ( z

2
)

= | f ( z2 ) | e
i ar g f ( z

2
) - arg f ( z

1
) + ar g f ( z

1
)

即 f ( z2 ) = | f ( z2 ) | e
iΔ

C
a rg f ( z )
·e

iarg f ( z
1

)
(2 .25)

其中ΔC arg f ( z )与 arg f ( z1 )的取值无关 , arg f ( z1 )可以相差 2π

的整倍数 .

当初值 f ( z1 )取定时 , ( 2 .25)就是终点 (或动点 ) z2 的单值函

数 ,故 ( 2 .25 )就是此单值解析分支的表达式 .

例 2 .22  试证 f ( z ) =
3

z ( 1 - z )在将 z 平面适当割开后能

分出三个单值解析分支 .并求出在点 z = 2 取负值的那个分支在

z = i的值 .

解  (1 ) 由上例 ,我们已经知道 f ( z )的支点是 0 , 1 ,∞ .

将 z 平面沿正实轴从 0 到 1 割开 ,再沿负虚轴割开 (如图 2 .

13 ) .这样就保证了变点 z 不会单绕 0 或 1 转一周 , 也不会同绕 0

及 1(即绕点∞ )转一周了 .在这样割开后的 z 平面 G 上 , f ( z ) =
3

z( 1 - z )就能分出三个单值解析分支 .

(2 ) 解法一  �设 z = r1 e
iθ

1 ,

1 - z = r2 e
iθ

2 ,

则

fk ( z) =
3

r1 ( z ) r2 ( z) e
i
θ

1
( z ) + θ

2
( z ) + 2 kπ

3

( z∈ G , k = 0 , 1 , 2 )

当 z = 2 时 ,θ1 = 0 ,θ2 =π, r1 = 2 , r2 = 1

fk ( 2) =
3

2e
i
( 2 k + 1 )π

3 , k = 0 , 1 , 2
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图 2 .13

当且仅当 k = 1 时 , f k ( 2)取负值 .

故所取分支为

f1 ( z ) =
3

r1 ( z ) r2 ( z) e
i
θ

1
( z ) + θ

2
( z ) + 2π

3

因此

f1 ( i ) �=
3

| i | | 1 - i | e
1
3
π
2

+
7π
4

+ 2π i

= ( 2 )
1
3 e
π+

5π
12

i

= -
6

2e
5

12
πi

.

解法二  如图 2 .13 .

ΔC arg z =
π
2

,ΔC arg( 1 - z ) =
3π
4

,

于是

ΔC arg f ( z ) �=
1
3
ΔC arg z +ΔC arg( 1 - z )

=
1
3
π
2

+
3π
4

=
5π
12

.

而由题设 ,我们可以认为 arg f (2 ) =π(允许相差 2π的整数倍 ) .再

由公式 (2 .25)得

f ( i ) =
3

| i | | 1 - i | e
iπ

e
i
5π
12 = -

6

2e
5π
12

i
.

可见 ,用解法二 (即用公式 ( 2 .25 ) )计算此单值解析分支的终

值是较简捷的 .

(3 ) 关于对数函数的已给单值解析分支 ln f ( z ) ,我们可以借

助下面的公式来计算它的终值 :

     ln f ( z2 ) B= ln | f ( z2 ) | + iarg f ( z2 )

= ln | f ( z2 ) | + i [arg f ( z2 ) - arg f ( z1 )

 + arg f ( z1 ) ]

即 ln f ( z2 ) = ln | f ( z2 ) | + iΔC arg f ( z) + iarg f ( z1 ) (2 .26)

其中 C 是一条联结起点 z1 和终点 z2 且不穿过支割线的简单曲

线 ; arg f ( z1 )表示符合条件那一支在起点 z1 之值
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ln f ( z1 ) = ln | f ( z1 ) | + iarg f ( z1 )

的虚部 ,是一个确定的值 .

(2 .26)就是此单值解析分支的表达式 (当视 z2 为 G 内的动

点时 ) .

例2 .23  试证 Ln( 1 - z
2

)在割去“从 - 1 到 i的直线段”,“从 i

到 1 的直线段”与射线“ x = 0 且 y≥1”的 z 平面内能分出单值解

析分支 .并求 z = 0 时等于零的那一支在 z = 2 的值 .

解  (1 ) Ln (1 - z
2

)的支点为 z =±1 及∞ .

因 ln(1 - z
2

) = ln (1 - z ) + ln( 1 + z ) ,

当变点 z 单绕 - 1 或 + 1 一周时 , ln( 1 - z
2

)的值就改变 2πi (沿正

向 )或 - 2πi(沿负向 ) ,即 ln ( 1 - z
2

)从一支变成另一支 ;当变点 z

同绕 - 1 及 + 1 一周时 , ln (1 - z
2

)共改变 4πi (沿正向 )或 - 4πi(沿

负向 ) ,即 ln( 1 - z
2

)也从一支变成另一支 .

将 z 平面沿题中要求割破后 (图 2 .14 ) , 变点 z 既不能单绕

- 1或 + 1 转一周 ,也不能同绕 - 1 及 + 1 转一周 .于是 ,在这样割

破了的 z 平面上任一区域 G 内 , Ln ( 1 - z
2

)就能分出无穷多个单

值解析分支 .

图 2 .14

(2 ) 当 z 从 z = 0 沿 G内一条简单曲线 C 变动到 z = 2 时 ,由
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图 2 .14 ,

ΔC arg(1 - z
2

) =ΔC arg( 1 + z ) ( 1 - z )

=ΔC arg(1 + z ) +ΔC arg(1 - z)

=ΔC arg - ( 1 + z ) +ΔC arg(1 - z )

= 0 +π=π .

已知此指定分支在 z = 0 的值为 0 ,从而此初值的虚部为零 ,故由

公式 (2 .26)可知该分支在 z = 2 的值为

ln | 1 - z
2

| z = 2 +πi = ln 3 +πi .

注  解这类问题 (如以上三个例题 )的要点 ,就是作图观察 ,当

动点 z 沿路线 C( C 在 G 内 ,且不穿过支割线 )从起点 z1 到终点

z2时 ,各因子辐角的连续改变量 :ΔC arg z ,ΔC arg( 1 - z ) ,⋯ ,即观

察向量 z , 1 - z ,⋯ ,的辐角的连续改变量 .由此即可计算ΔC arg f ( z ) ,

并可利用公式 (2 .25)或 (2 .26) .

5 .反三角函数与反双曲函数  正如我们在定义 2 .5、定义 2 .

6 及定义 2 .7 中所看到的 ,三角函数和双曲函数都可以非常简单

的用指数函数表示 ;因为对数函数是指数函数的反函数 ,所以反三

角函数和反双曲函数都可以用对数函数非常简单地表示 .

(1 ) 我们先从反正切函数开始 .记号

w = Arctan z

指的是方程 tan w = z

的解的总体 .我们将此方程改写成

1
i
·

e
i w

- e
- i w

e
i w

+ e
- i w = z ,

还可改写成

e
2i w

=
1 + i z
1 - i z

,

由此即得

2i w = Ln
1 + i z
1 - i z

,
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最后即得

Arctan z =
1
2i

Ln
1 + i z
1 - i z

. (2 .27)

  同理 ,由关系 w = Arcsin z 或由和它等价的关系

sin w = z ,

我们即得

z =
e

i w
- e

- i w

2i
.

由此得 : e
2i w

- 2i ze
i w

- 1 = 0 .

将此等式看作 e
i w
的二次方程 ,即得

e
i w

= i z + 1 - z
2

.

i w = Ln( i z + 1 - z
2

) .

w =
1
i

Ln( i z + 1 - z
2

) .

我们得到了反正弦函数恒等式

Arcsin z =
1
i

Ln( i z + 1 - z
2

) . (2 .28)

同理 ,对于反余弦函数 ,我们容易得出 :

Arccos z =
1
i

Ln( z + i 1 - z
2

) . (2 .29)

  公式 (2 .27)、( 2 .28 )和 ( 2 .29 )都是无穷多值的 ,因为对数是无

穷多值的 ;此外 ,不应忽视公式 ( 2 .28 )和 ( 2 .29 )中的根式是二值

的 .

(2 ) 我们现在来讨论双曲函数的反函数 .

例如 ,由等式

z = cosh w 或 z =
e

w
+ e

- w

2

我们即得 (关于 w 解出方程 )和它等价的等式

w = Ln( z + z
2

- 1 ) .

于是 Arcosh z = Ln ( z + z
2

- 1 ) . (2 .30)
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同理 ,可得

Arsinh z = Ln( z + z
2

+ 1 ) , (2 .31)

和 Artanh z =
1
2

Ln
1 + z
1 - z

. (2 .32)

公式 (2 .30)、( 2 .31 )和 ( 2 .32 )都是无穷多值的 , 且公式 ( 2 .30 )和

(2 .31)中的根式是二值的 .

所有这些函数分成单值解析分支的方法 ,与前面所用的讨论

方法是类似的 , 也要先讨论它们的支点 ,只是较复杂些也较困难

些 .所有这些分支都在 � �6适当割破平面后的区域内单值解析 .

当然 ,也可把它们视为复合函数来化简处理 .这里 ,我们只要

求掌握反三角函数的计值方法 .

例 2 .24  求 Arcsin 2 .

解  由公式 (2 .28)

     Arcsin 2 <= - i Ln (2i± 3i)

= - i Ln (2± 3 ) i

= - i ln(2± 3 ) +
π
2

i + 2 kπi

=
π
2

- iln( 2± 3 ) + 2 kπ

=
1
2

+ 2 k π - iln (2± 3 ) .

( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )

例 2 .25  求 Arctan(2i ) .

解  由公式 (2 .27)

  Arctan( 2i) (= -
i
2

Ln -
1
3

= -
i
2

ln
1
3

+πi + 2 kπi

=
π
2

+ i
ln 3

2
+ kπ
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=
1
2

+ k π+ i
ln 3

2
.

( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )

第二章习题

(一 )

1  设连续曲线 C : z = z ( t ) , t∈ [α,β] ,有

z′( t0 )≠0   ( t0∈[α,β] ) ,

则(试证 )曲线 C 在点 z( t0 )有切线 .

2  洛必达( L′Hospital)法则  若 f ( z )及 g( z )在点 z0解析 ,且

f ( z0 ) = g( z0 ) = 0 , g′( z0 )≠0 ,

则(试证 )

lim
z→ z

0

f ( z)
g( z )

=
f′( z0 )
g′( z0 )

.

3  设 f ( z ) =

x3 - y3 + i( x3 + y3 )
x

2
+ y

2 , z≠0 ,

0 , z = 0 ,

试证 f ( z )在原点满足 C . - R .方程 ,但却不可微 .

4  试证下列函数在 z 平面上任何点都不解析 :

( 1) | z | ;  (2 ) x + y ;  (3) Re z ;  (4 )
1
珔z

5  试判断下列函数的可微性和解析性 :

( 1) f ( z ) = xy
2

+ i x
2

y ;

( 2) f ( z ) = x
2

+ i y
2

;

( 3) f ( z ) = 2 x
3

+ 3i y
3

;

( 4) f ( z ) = x
3

- 3 xy
2

+ i( 3 x
2

y - y
3

) .

答 : (1) 只在原点 z = 0 可微 ;

( 2) 只在直线 y = x 上可微 ;

( 3) 只在 2 x± 3 y = 0 上可微 ;
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( 4) 处处可微 .

6  若函数 f ( z )在区域 D 内解析 ,且满足下列条件之一 ,试证 f ( z )在

D 内必为常数 .

( 1) 在 D内 f′( z ) = 0;

( 2) f ( z )在 D 内解析 ;

( 3) | f ( z) |在 D 内为常数 ;

( 4) Re f ( z)或 Im f ( z )在 D 内为常数 .

7  如果 f ( z )在区域 D 内解析 ,试证i f ( z )在区域 D 内也解析 .

8  试证下列函数在 z 平面上解析 ,并分别求出其导函数 .

( 1) f ( z ) = x
3

+ 3 x
2

yi - 3 xy
2

- y
3

i ;

( 2) f ( z ) = e x ( xcos y - ysin y ) + ie x ( ycos y + xsin y ) ;

( 3) f ( z ) = sin x·cosh y + i cos x·sinh y ;

( 4) f ( z ) = cos x·cosh y - i sin x·sinh y .

答 : �(1) f′( z ) = 3 z2 ;

( 2) f′( z) = ( z + 1) e z ;

( 3) f′( z) = cos x·cosh y - i sin x·sinh y ;

( 4) f′( z) = - (sin x·cosh y + icos x·sinh y ) .

9  试证下面的定理 :

设 f ( z ) = u( r ,θ) + i v ( r ,θ) , z = re
iθ

,

若 u( r ,θ) , v ( r ,θ)在点( r ,θ)是可微的 ,且满足极坐标的 C . - R .方程 :

�u
�r

=
1
r
�v
�θ

,  
�v
�r

= -
1
r
�u
�θ

( r > 0) ,

则 f ( z )在点 z 是可微的 ,并且

f′( z) �= (cos θ- isin θ)
�u
�r

+ i
�v
�r

=
r
z
�u
�r

+ i
�v
�r

.

注  这里要适当割破 z 平面 (如沿负实轴割破 ) ,否则 θ( z)就不是单值

的 .

10  设 z = x + i y,试求

( 1) | ei - 2 z | ;  (2) | e z
2

| ;  (3) Re(e
1
z )

答 : �(1) e - 2 x ;  (2 ) ex
2

- y
2

;
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( 3) e
x

x
2

+ y
2

cos
y

x
2

+ y
2 .

11  试证

( 1) e z = e珔z ;  ( 2) sin z = sin 珔z ;

( 3) cos z = cos珔z .

12  试证 :对 H任意的复数 z 及整数 m ,

( e
z
)

m
= e

m z
.

13  试求下面各式之值 :

( 1) e3 + i ; ( 2) cos( 1 - i) .

14  试验证 :

( 1) lim
z→0

sin z
z

= 1 ;  (2) lim
z→0

e z - 1
z

= 1 ,

( 3) lim
z→0

z - zcos z
z - sin z

= 3 .

15  设 a、b为复常数 , b≠0 ,试证

  � acos a + cos ( a + b) +⋯ + cos( a + nb)

=
sin

n + 1
2

b

sin
b
2

cos a +
nb
2

; ( 2 .33)

及 sin a + sin( a + b) + ⋯ + sin( a + nb)

=
sin

n + 1
2

b

sin
b
2

sin a +
nb
2

. ( 2 .34)

注  分 别 证明 ( 2 . 33 ) 和 ( 2 . 34 ) .由 于 a 和 b 是复 数 , 不 能 从

(2 .33) + i·( 2 .34)着手化简后 ,再比较“实、虚”部 .

16  试证 :

( 1) sin( i z ) = isinh z ;   S(2 ) cos( i z) = cosh z ;

( 3) sinh( i z) = isin z ; (4 ) cosh( i z ) = cos z ;

( 5) tan( i z ) = itanh z ; (6 ) tanh( i z ) = itan z .

17  试证 :

( 1) cosh2 z - sinh2 z = 1;  ( 2) sech2 z + tanh2 z = 1 ;

( 3) cosh( z1 + z2 ) = cosh z1 cosh z2 + sinh z1 sinh z2 .
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18  若 z = x + i y,试证 :

( 1) sin z = sin x·cosh y + icos x·sinh y;

( 2) cos z = cos x·cosh y - isin x·sinh y ;

( 3) | sin z | 2 = sin2 x + sinh2 y ;

( 4) | cos z | 2 = cos2 x + sinh2 y .

19  试证 ( sinh z )′= cosh z ; (cosh z )′= sinh z .

20  试解方程 :

( 1) e
z

= 1 + 3i;  0( 2) ln z =
πi
2

;

( 3) 1 + e z = 0; ( 4) cos z + sin z = 0 ;

 * ( 5) tan z = 1 + 2i .

答 : �(1) z = ln 2 + i
π
3

+ 2 kπ , ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) ;

( 2) z = i;  ( 3) (2 k + 1 )πi , ( k为整数 ) ;

( 4) -
π
4

+ kπ, ( k为整数 ) .

( 5) z =
1
2

(2 k + 1 )π- arctan
1
2

+
i
4

ln 5 ,

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

21  设 z = re
iθ

,试证

  Re[ ln( z - 1) ] =
1
2

ln (1 + r2 - 2 rcos θ) .

22  设 w =
3

z确定在从原点 z = 0 起沿正实轴割破了的 z 平面上 ,并且

w ( i) = - i ,试求 w ( - i )之值 .

答 : w ( - i) =
1
2

( 3 - i) = e
-
π
6

i
.

23  设 w =
3

z确定在从原点 z = 0 起沿负实轴割破了的 z 平面上 ,并且

w ( - 2) = -
3

2 (这是边界上岸点对应的函数值 ) ,试求 w ( i )之值 .

答 : w ( i) = e
5
6
πi .

24  试求 (1 + i )
i
及 3

i
之值 .

答 : �(1 + i )
i

= e
iln 2

e
-
π
4

+ 2 kπ
, ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) ;

3
i

= e
iln 3
·e

- 2 kπ
, ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) .

25 已知 f ( z ) = z4 + 1在 Ox 轴上 A 点 ( OA = R > 1 )的初值为
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+ R4 + 1 ,令 z 由 A 起沿正向在以原点为中心的圆周上走
1
4
圆周而至 Oy

轴的 B点 ,问 f ( z )在 B点的终值为何 ?

答 : - R4 + 1 .   (提示 :作代换 ω= z4 )

注  作了提示中的代换后 ,即可将原具有四个有限支点的繁难情形简化

为具有单有限支点的情形 .

26  试证 :在将 z 平面适当割开后 ,函数

f ( z ) =
3

( 1 - z ) z2

能分出三个单值解析分支 .并求出在点 z = 2 取负值的那个分支在 z = i 的

值 .

答 : -
6

2 e
7

12πi .

(二 )

1  设函数 f ( z ) =
z

1 - z
2 ,试证

Re z
f′( z )
f ( z)

> 0 , ( | z | < 1 ) .

注  这里 f ( z) =
z

1 - z2是单位圆 | z | < 1 内的单叶解析星像函数 .

2  设 f ( z ) =
z

1 - z
,试证

Re 1 + z
f″( z)
f′( z)

> 0 , ( | z | < 1) .

注  这里 f ( z) =
z

1 - z
是单位圆 | z | < 1内的单叶解析凸像函数 .

3  若函数 f ( z )在上半 z 平面内解析 ,试证函数 f (珔z )在下半 z 平面内

解析 .
* 4  (形式导数 ) ( 1) 设二元实变函数 u( x , y )有偏导数 .此函数可以写

成 z = x + i y及珔z 的函数

u = u
z +珔z

2
,

z -珔z
2i

.

试证(形式地 )

�u
�z

=
1
2
�u
�x

- i
�u
�y

,
�u
�珔z

=
1
2
�u
�x

+ i
�u
�y

.
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( 2) 设复变函数 f ( z ) = u( x , y ) + i v ( x , y ) ,且 u ( x , y)和 v( x , y )都有

偏导数 .

试证 (形式地) :对于 f ( z) ,柯西 - 黎曼方程可以写成

� f
�珔z

=
�u
�珔z

+ i
�v
�珔z

= 0 .

由此可见 ,解析函数是以条件
� f
�珔z

= 0 为其特征的 .因此 ,我们不妨说 ,一个

解析函数与珔z 无关 ,而是 z 的函数 .

5  试证 : | Im z |≤ | sin z |≤e
| Im z |

.

6  若| z |≤ R ,试证

| sin z |≤cosh R , | cos z |≤cosh R .

7  证明函数 f ( z ) = z2 + 2 z + 3 在单位圆 | z | < 1 内是单叶的 .

提示  对圆内的任二相异点 z1 , z2 ,证明

f ( z1 ) - f ( z2 )
z1 - z2

> 0 .

8  试证多值函数 f ( z ) =
4

(1 - z )
3

(1 + z)在割去线段 [ - 1 , 1 ]的 z 平

图 2 .15

面上可以分出四个单值解析分支 .求函数在

割线上岸取正值的那个分支在点 z = ± i的

值 .

答 : f ( i) = 2e
-
π
8

i
, f ( - i) = 2e

5π
8

i
.

9  已知 f ( z ) = (1 - z ) (1 + z
2

)在 z

= 0 的值为 1 .令 z 描绘路线 OPA (如图 2 .

15) .点 A 为 2 ,试求 f ( z )在点 A的值 .

答 : f ( 2) = - 5 i .

10  试证 f ( z ) = z (1 - z )在割去线

段 0≤Re z≤1 的 z 平面上能分出两个单值

解析分支 .并求出在支割线 0≤Re z≤1 上岸取正值时的那一支在 z = - 1 的

值 ,以及它的第二阶导数在 z = - 1 的值 .

答 : f ( - 1) = 2i, f″( - 1) = -
2

16
i .
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第三章  复变函数的积分

  复变函数的积分 (简称复积分 )是研究解析函数的一个重要工

具 .解析函数的许多重要性质要利用复积分来证明 .例如 ,要证明

“解析函数的导函数连续”及“解析函数的各阶导数存在”这些表面

上看来只与微分学有关的命题 ,一般均要使用复积分 .

本章要建立的柯西积分定理及柯西积分公式尤其重要 ,它们

是复变函数论的基本定理和基本公式 ,以后各章都直接地或间接

地和它们有关联 .

§1 .复积分的概念及其简单性质

1 .复变函数积分的定义  为了叙述简便而又不妨碍实际应

用 , � 赂今后我们所提到的曲线 (除特别声明外 ) ,一律是指光滑的或逐 � 肒

段光滑的 ,因而也是可求长的 .曲线通常还要规定其方向 ,在开口

弧的情形 ,这只要指出其始点与终点就行了 .

逐段光滑的简单闭曲线简称周线 .周线自然也是可求长的 .对

于周线 ,我们在第一章若尔当定理之后实际上已经规定过它的方

向 .即“反时针”方向为正 ;“顺时针”方向为负 .

定义 3 .1  设有向曲线 C :

z = z( t ) , (α≤ t≤β)

以 a = z(α)为起点 , b = z (β)为终点 , f ( z )沿 C 有定义 .顺着 C



图 3 .1

从a 到 b的方向在 C 上取分点 :

a = z0 , z1 ,⋯ , zn - 1 , zn = b

把曲线 C分成若干个弧段 (图 3 .1) .在从 zk - 1到 zk ( k = 1 , 2,⋯ , n)

的每一弧段上任取一点ζk .作成和数

Sn = ∑
n

k = 1

f (ζk )Δzk ,

其中Δzk = zk - zk - 1 . � �当分点无限增多 , � �而这些弧段长度的最大值

� ��趋于零时 ,如果和数 Sn的极限存在且等于 J ,则称 f ( z ) � 辣沿 C(从 a

到 b) � 羋可积 , 而称 � 羋J 为 f ( z )沿 C (从 a 到 b) � 羋的积分 , 并以记号

∫C
f ( z) d z 表示 :

J =∫C
f ( z ) d z .

C 称为积分路径 .∫C � �
f ( z)d z表示沿 C的正方向的积分 ,∫C

- � �
f ( z)·

� 舎d z 表示沿 C 的负方向的积分 .

如果 J存在 ,我们一般不能把 J写成∫
b

a
f ( z ) d z 的形式 ,因为

J的值不仅和 a , b有关 ,而且和积分路径 C 有关 .

显然 , f ( z)沿曲线 C 可积的必要条件为 f ( z )沿 C 有界 .另
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一方面 ,我们有

定理 3 .1  若函数 f ( z ) = u ( x , y ) + i v ( x , y )沿曲线 C 连

续 ,则 f ( z)沿 C可积 ,且

∫C
f ( z )d z =∫C

ud x - vd y + i∫C
vd x + ud y . ( 3 .1)

证  设 zk = xk + i yk , xk - xk - 1 =Δ xk , yk - yk - 1 =Δyk ,

ζk =ξk + iηk , u(ξk ,ηk ) = uk , v (ξk ,ηk ) = vk ,

我们便得到 :

Sn �= ∑
n

k = 1

f (ζk ) ( zk - zk - 1 )

= ∑
n

k = 1

( uk + i vk ) (Δxk + iΔyk )

= ∑
n

k = 1

( ukΔ xk - vkΔyk )

 + i∑
n

k = 1

( ukΔyk + vkΔ xk ) ,

上式右端的两个和数是对应的两个曲线积分的积分和数 .在定理

的条件下 ,必有 u ( x , y )及 v ( x , y )沿 C 连续 ,于是这两个曲线积

分都是存在的 .因此 ,积分∫C
f ( z ) d z 存在 ,且有公式 (3 .1 ) .

公式 (3 .1 )说明 ,复变函数积分的计算问题 ,可以化为其实、虚

部两个二元实函数曲线积分的计算问题 .

注  公式 (3 .1 )可以在形式上看成函数 f ( z) = u + i v 与微分

d z = d x + id y 相乘后所得到的 .这样看 ,便于记忆 .

例 3 .1  命 C 表连接点 a及 b 的任一曲线 ,试证

(1 )∫C
d z = b - a ;  (2 )∫C

zd z =
1
2

( b
2

- a
2

) .

证  (1 ) 因 f ( z) = 1 , Sn = ∑
n

k = 1

( zk - zk - 1 ) = b - a ,故

lim
n→∞

max |Δ z
k

| →0

Sn = b - a ,即∫C
d z = b - a .
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(2 ) 因 f ( z) = z ,选ζk = zk - 1 ,则得

∑1 = ∑
n

k = 1

zk - 1 ( zk - zk - 1 ) ,

但我们又可选ζk = zk ,则得

∑2 = ∑
n

k = 1

zk ( zk - zk - 1 ) ,

由定理 3 .1 ,可知积分∫C
z d z 存在 ,因而 Sn 的极限存在 ,且应与

∑1及∑2 的极限相等 ,从而应与
1
2
∑1 +∑2 的极限相等 .令

1
2
∑1 +∑2 =

1
2 ∑

n

k = 1

( z
2
k - z

2
k - 1 ) =

1
2

( b
2

- a
2

) ,

所以

∫C
z d z =

1
2

( b
2

- a
2

) .

注  当 C为闭曲线时 ,∫C
d z = 0 ,∫C

zd z = 0 .

2 .复变函数积分的计算问题  设有光滑曲线 C :

z = z ( t ) = x ( t ) + i y ( t )  (α≤ t≤β) ,

这就表示 z′( t)在 [α,β]上连续且有不为零的导数

z′( t ) = x′( t ) + i y′( t ) .又设 f ( z )沿 C 连续 .令

f [ z( t ) ] �= u[ x ( t ) , y( t ) ] + i v [ x ( t ) , y ( t ) ]

= u( t ) + i v ( t) ,

由公式 (3 .1 )我们有

∫C
f ( z) d z h=∫C

ud x - vd y + i∫C
ud y + vd x

=∫
β

α
[ u ( t ) x′( t ) - v ( t ) y′( t ) ] d t

 + i∫
β

α
[ u ( t ) y′( t ) + v ( t ) x′( t ) ] d t ,
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即 ∫C
f ( z ) d z =∫

β

α
f [ z ( t ) ] z′( t ) d t , ( 3 .2)

或 ∫C
f ( z ) d z �=∫

β

α
Re{ f [ z ( t ) ] z′( t ) }d t

 + i∫
β

α
Im{ f [ z ( t ) ] z′( t )}d t . ( 3 .3)

用公式 (3 .2 )或 ( 3 .3)计算复变函数的积分 ,是从积分路径 C

的参数方程着手的 ,称为参数方程法 .(3 .2 )或 ( 3 .3)称为复积分的

变量代换公式 .

例 3 .2  (一个重要的常用的积分 )

∫C

d z
( z - a)

n =
2πi , ( n = 1)

0 , ( n≠1 的整数 )

这里 C表示以 a为心 ,ρ为半径的圆周 .(注意 :积分值与 a,ρ均

无关 , a 可为 0) .

证  C 的参数方程为 : z - a =ρe
iθ

, 0≤θ≤2π .故

∫C

d z
z - a

( 3 .2 )

∫
2π

0

iρe
iθ

dθ
ρe

iθ = i∫
2π

0
dθ= 2πi;

当 n 为整数且 n≠1 时

∫C o

d z
( z - a)

n

( 3 .2)

∫
2π

0

iρe
iθ

dθ
ρ

n
e

i nθ =
i
ρ

n - 1∫
2π

0
e

- i ( n - 1 )θ
dθ

=
i
ρ

n - 1∫
2π

0
cos( n - 1)θdθ- i∫

2π

0
sin( n - 1 )θdθ

= 0 .

3 .复变函数积分的基本性质  设函数 f ( z ) , g( z )沿曲线 C

连续 ,则有下列与数学分析中的曲线积分相类似的性质 :

(1 )∫C
af ( z ) d z = a∫C

f ( z) d z , a 是复常数 ;

(2 )∫C
[ f ( z ) + g( z ) ] d z =∫C

f ( z) d z +∫C
g( z ) d z ;

(3 )∫C
f ( z) d z =∫C

1

f ( z ) d z +∫C
2

f ( z ) d z ,其中 C 由曲线
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C1和 C2衔接而成 ;

(4 )∫C
-

f ( z ) d z = -∫C
f ( z) d z .

(5 ) ∫C
f ( z) d z ≤∫C

f ( z ) d z =∫C
f ( z ) d s .

这里 | d z |表示弧长的微分 ,即

| d z | = ( d x )
2

+ (d y )
2

= d s .

要得到 (5 )式 ,只要把下列不等式取极限① :

∑
n

k = 1

f (ζk )Δzk ≤∑
n

k = 1

| f (ζk ) | |Δzk |≤∑
n

k = 1

| f (ζk ) |Δsk .

定理 3 .2(积分估值 )  若沿曲线 C ,函数 f ( z )连续 , 且有正

数 M使 | f ( z) |≤ M , L 为 C之长 ,则

∫C
f ( z ) d z ≤ ML .

证  由不等式

∑
n

k = 1

f (ζk )Δzk ≤ M∑
n

k = 1

|Δzk |≤ ML ,

取极限即得证 .

例 3 .3  试证∫C

d z
z

2 ≤2 .

积分路径 C是连接 i和 2 + i的直线段 .

证  C 的参数方程为

z = (1 - t ) i + t( 2 + i)  (0≤ t≤1 ) ,

即 z = 2 t + i  ( 0≤ t≤1) ,

沿 C ,
1
z

2 连续 ,且

1
z

2 =
1

| z |
2 =

1
4 t

2
+ 1
≤1 .
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而 C之长为 2 .故由定理 3 .2 ,∫C

d z
z

2 ≤2 .

例 3 .4  试证

∫| z | = r

d z
( z - a) ( z + a)

<
2πr

| r
2

- | a |
2

|
 ( r > 0 , | a |≠ r) .

证  若 a = 0 ,则∫| z | = r

d z
z

2 = 0(例 3 .2) ,不等式成立 ;若 a≠0 ,

则由复积分的基本性质 (5 ) , Q

 ∫| z | = r

d z
( z - a) ( z + a)

≤∫| z | = r

| d z |
| z

2
- a

2
|

<∫| z | = r

| d z |
| r

2
- | a |

2
|

=
2πr

| r
2

- | a |
2

|
.

注  数学分析中实变函数的积分中值定理 ,不能直接推广到

复积分上来 .因由

∫
2π

0
e

iθ
dθ=∫

2π

0
cosθdθ+ i∫

2π

0
sinθdθ= 0 ,

图 3 .2

而 e
iθ

( 2π - 0 )≠0 ,即可看出 .

例 3 .5  计算积分

∫C
Re zd z ,

其中积分路径 C(图 3 .2 )为 :

(1 ) 连接由点 O到点 1 + i的直

线段 ;

(2 ) 连接由点 O 到点 1 的直线

段 ,以及连接由点 1 到点 1 + i的直线段所组成的折线 .

解  (1 ) 连接 O及 1 + i的直线段的参数方程为 :

z = (1 + i ) t  (0≤ t≤1 ) ,

故 ∫C
Re zd z �=∫

1

0
{Re[ ( 1 + i) t ] }( 1 + i) d t

= (1 + i )∫
1

0
td t =

1 + i
2

.
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(2 ) 连接 O与 1 的直线段的参数方程为 :

z = t  (0≤ t≤1) ,

连接点 1 与 1 + i的直线段的参数方程为 :

z = (1 - t ) + (1 + i ) t  (0≤ t≤1 ) ,

即 z = 1 + i t  ( 0≤ t≤1) ,

故 ∫C
Re zd z p=∫

1

0
Re td t +∫

1

0
[ Re( 1 + i t ) ] id t

=∫
1

0
td t + i∫

1

0
d t =

1
2

+ i .

由此例可以看出 ,积分路径不同 ,积分结果可以不同 .

§2 .柯西积分定理

1 .柯西积分定理  从上一节所举的例题来看 ,例 3 .1( 2)的被

积函数 f ( z ) = z 在单连通区域 z 平面上处处解析 ,它沿连接起点

a及终点 b 的任何路径 C的积分值都相同 ,即积分与路径无关 ,或

者说沿 z 平面上任何闭曲线的积分为零 ;例 3 .2 的被积函数

f ( z ) =
1

z - a

只以 z = a 为奇点 ,即在“ z 平面除去一点 a”的非单连通区域内处

处解析 ,但是积分

∫C

d z
z - a

= 2πi≠0 ,

其中 C表圆周 | z - a | =ρ> 0 ,即在此区域内积分与路径有关 ;例

3 .5的被积函数 f ( z) = Re z 在单连通区域 z 平面上处处不解析

(第二章习题 4 (3 ) ) ,而积分与连接起点 O 及终点 1 + i的路径 C

有关 ,即沿 z 平面上任何闭曲线的积分 ,其值不恒为零 .

由此可见 ,复积分的值与路径无关的条件 ,或沿区域内 � 茤任何闭 � �

曲线积分值为零的条件 ,可能与被积函数的解析性及解析区域的

单连通性有关 .
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1825 年柯西给出了如下的定理 ,肯定地回答了上述问题 , 它

是研究复变函数的钥匙 ,常称为柯西积分定理 .

定理 3 .3  设函数 f ( z )在 z 平面上的单连通区域 D内解析 ,

C 为 D内 � ��任一条周线 ,则

∫C
f ( z ) d z = 0 .

要证明这个定理是比较困难的 .

1851 年 ,黎曼在附加假设“ f′( z )在 D 内连续”的条件下 , 得

到一个如下的简单证明 .

黎曼证明  令 z = x + i y , f ( z ) = u ( x , y ) + i v ( x , y ) ,由公

式 (3 .1 ) ,

∫C
f ( z )d z =∫C

ud x - vd y + i∫C
vd x + ud y ,

而 f′( z )在 D内连续 ,导致 u x , uy , vx , vy在 D 内连续 ,并适

合 C . - R .方程 :

ux = vy , uy = - vx .

由格林定理 ,

∫C
ud x - vd y = 0 ,∫C

vd x + ud y = 0 ,

故得 ∫C
f ( z ) d z = 0 .

柯西将复变函数 f ( z )作为复变数 z 的一元函数来研究 .他

定义解析函数为 f′( z )在区域 D 内存在并连续 .1900 年古莎

(Goursat )发表上述定理的新的证明方法 ,无须将 f ( z )分为实部

与虚部 .更重要的是免去了 f′( z)为连续的假设 .因此 , f′( z )的连

续性假设不仅在柯西积分定理中可以省略 ,同时对解析函数的定

义也像我们现在这样定义 (定义 2 .2 ) ,只须 f′( z )在区域 D内存

在 ,不必假设 f′( z)连续 .

柯西积分定理的古莎证明比较长 ,我们将它放在下一段单独

证明 .现在先由柯西积分定理 ,可以得到
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定理 3 .4  设函数 f ( z )在 z 平面上的单连通区域 D内解析 ,

C 为 D内任一闭曲线 (不必是简单的 ) ,则

∫C
f ( z ) d z = 0 .

证  因为 C总可以看成区域 D内有限多条周线衔接而成 (如

图 3 .3 ) .再由复积分的基本性质 ( 3 )及柯西积分定理 3 .3 ,即可得

证 .

图 3 .3

推论 3 .5  设函数 f ( z )在 z 平面上的单连通区域 D内解析 ,

则 f ( z )在 D内积分与路径无关 .即对 D 内任意两点 z0 与 z1 ,积

分

∫
z
1

z
0

f ( z) d z

之值 ,不依赖于 D内连接起点 z0与终点 z1的曲线 .

证  设 C1与 C2是 D内连接起点 z0 与终点 z1 的任意两条曲

线 (如图 3 .4 ) .则正方向曲线 C1与负方向曲线 C
-

2 就衔接成 D内

的一条闭曲线 C .于是 ,由定理 3 .4 与复积分的基本性质 (3 )有

0 =∫C
f ( z ) d z =∫C

1

f ( z ) d z +∫C
-
2

f ( z ) d z ,

因而
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∫C
1

f ( z ) d z =∫C
2

f ( z) d z .

图 3 .4

2 .柯西积分定理的古莎证明

第一步 : C为 D内任一个三角形△ .

假设 ∫△ f ( z ) d z = M .

我们来证明 M = 0 .

二等分给定三角形△的每一边 ,两两连接这些分点 ,△就被分

成了四个全等的三角形 , 它们的周界是△1 , △2 , △3 , △4 (如图

3 .5) .显然有

图 3 .5

601 第三章  复变函数的积分



∫△ f ( z ) d z �=∫△
1

f ( z) d z +∫△
2

f ( z ) d z +∫△
3

f ( z ) d z

 +∫△
4

f ( z ) d z . ( 3 .4)

因为在这里沿每一条连接分点的线段的积分从彼此正好相反的方

向取了两次 ,刚好互相抵消 .由于∫△ f ( z )d z = M ,根据 ( 3 .4 ) ,

周界△ k ( k = 1 , 2 , 3 , 4)中至少有一个使沿着它所取积分的模不小

于
M
4

.比如说 ,假定这个周界是△
( 1 )

=△1

∫△ (1 )
f ( z ) d z ≥

M
4

.

对于这个三角形周界△
( 1 )

,和前面一样 ,我们把它分成四个全

等三角形 .于是 ,在以△
( 1 )
为周界的三角形内的四个三角形中我们

又可以找到一个三角形 ,记它的周界为△
( 2 )

,使

∫△ (2 )
f ( z ) d z ≥

M
4

2 .

很明显 ,这个作法可以无限制的作下去 ,于是我们得到具有周

界 :△ =△
( 0 )

,△
( 1 )

,△
( 2 )

,△
( 3 )

,⋯ ,△
( n )

,⋯的三角形序列 ,其中每

一个包含后面的一个而且有下列不等式 :

∫△ ( n )
f ( z) d z ≥

M
4

n , ( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) . ( 3 .5)

用 U 表示周界△的长度 ,于是周界△
( 1 )

,△
( 2 )

,⋯ ,△
( n )

,⋯相

应的长度就是 :

U
2

,
U
2

2 ,⋯ ,
U
2

n ,⋯ .

我们来估计∫△ ( n )
f ( z ) d z 的模 .由于序列中每一个三角形都包含

在它后面的全部三角形 ,而且它们周界的长度随 n 的无限增大而

趋向于零 (根据定义 1 .11 ) .所以根据极限理论的基本原则 (即闭

集套定理 1 .5———这里是三角形套 ) ,惟一存在一个点 z0属于这个
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序列中所有的三角形 .这个点 z0在区域 D 内 ,而函数 f ( z )在 D

内又是解析的 ,因此在点 z0函数 f ( z )有一个有限导教 .从而 ,对

于任一个无论怎样小的ε> 0 ,都有一个正数 δ=δ(ε)存在 ,使当

0 < | z - z0 | <δ时 ,有

f ( z ) - f ( z0 )
z - z0

- f′( z0 ) <ε .

把上不等式两端乘以 | z - z0 | ,即得

| f ( z ) - f ( z0 ) - f′( z0 ) ( z - z0 ) | <ε| z - z0 | . ( 3 .6)

对于以 z0为中心、以δ为半径的圆内的点 z (≠ z0 ) , (3 .6 )成立 ;另

一方面 ,从一个充分大的 n 开始 , 三角形△
( n )
都在上述圆内 .因

此 ,可以用 ( 3 .6 )式来估计∫△ ( n )
f ( z ) d z 的模 .由于∫△ ( n )

d z = 0 ,

∫△ ( n )
zd z = 0 (见例 3 .1 注 ) ,所以

∫△ ( n)
f ( z ) d z =∫△ ( n)

[ f ( z) - f ( z0 ) - f′( z0 ) ( z - z0 ) ]d z .

( 3 .7)

但由 (3 .6 )式 ,当 z 位于三角形周界△
( n )
上时 ,

| f ( z) - f ( z0 ) - f′( z0 ) ( z - z0 ) | <ε| z - z0 | <
εU
2

n ,

其中第二个不等式 ,是因为三角形周界△
( n )
上任一点 z ,到此三角

形上一点 z0的距离小于
U
2

n ,故由 (3 .7 )式得

∫△ ( n)
f ( z) d z <ε·

U
2

n·
U
2

n =ε·
U

2

4
n . ( 3 .8)

比较 (3 .5 )和 ( 3 .8)可得

ε·
U

2

4
n >

M
4

n .

即 M <ε·U
2

.

但ε是一个可以任意小的正数 ,而 M <�/0 ,故
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M = 0 .

第二步 : C为 D内任一条简单闭折线 P .

用对角线把以 P 为周界的多角形分成有限多个三角形 ,如图

3 .6( P为凸多角形 )、图 3 .7 ( P为非凸多角形 ) .

图 3 �.6 图 3 p.7

  因为这时沿每一条对角线 ,积分从彼此正好相反的方向取了

两次 ,刚好互相抵消 .于是 ,由第一步的结果得

∫P
f ( z ) d z = 0 .

图 3 .8

第三步 : C为 D内任一条周线 .

(1 ) 对于任一无论怎样小的ε> 0 ,都存在一条内接于 C并完

全在 D内的简单闭折线 P(如图 3 .8) ,使得
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∫C
f ( z ) d z -∫P

f ( z ) d z <ε . ( 3 .9)

换句话说 ,积分∫C
f ( z ) d z 的值 ,可以用沿着在区域 D内内接于 C

的简单闭折线 P 所取积分的值来逼近到任何精确的程度 .

为了证明这个事实 ,我们考虑区域 D 内的一个闭子域  G ,使

曲线 C整个位于 G内 .设 G的边界与 C间的最小距离为ρ .易知

ρ> 0(见后面注 ) .于是以 C上任意点为心 ,ρ为半径的圆 ,均全含

于  G内 .从而 , C 上任意两点只要距离小于ρ,它们的联结线段必

全在  G内 .

根据假设 ,函数 f ( z )在  G 上连续 ,因而在  G 上一致连续 ,故

对于任一无论怎样小的ε> 0 ,都存在一个正数δ1 =δ1 (ε) ,使得

当 z′、z″在  G上且适合 | z′- z″| <δ1 时 ,不等式

| f ( z′) - f ( z″) | <
ε
2 l

成立 ,这里 l为 C之长 .

显然 ,可以在 C 上依积分正向取 n 个点 z0 , z1 , z2 ,⋯ , zn - 1 分

C 为 n 段弧σ1 ,σ2 ,⋯ ,σn ,使

max
1≤ j≤ n

(σj之长 ) <δ≤min (δ1 ,ρ)

于是以 z0 , z1 ,⋯ , zn - 1为顶的简单多边形 P 全含于  G 内 (因而全

含于 D内 ) .P 的边 r1 , r2 ,⋯ , rn分别是σ1 ,σ2 ,⋯ ,σn所对的弦 ,故

有 �

 ∫C
f ( z ) d z -∫P

f ( z ) d z

= ∑
n

j = 1
∫σ

j

f ( z ) d z - ∑
n

j = 1
∫r

j

f ( z ) d z

≤∑
n

j = 1
∫σ

j

f ( z) d z -∫r
j

f ( z ) d z .

因由例 3 .1( 1) ,有

011 第三章  复变函数的积分



∫σ
j

f ( zj )d z = f ( zj ) ( zj - zj - 1 ) =∫r
j

f ( zj ) d z ,

即得

 � ∫σ
j

f ( z ) d z -∫r
j

f ( z ) d z

≤∫σ
j

[ f ( z ) - f ( zj ) ] d z +∫r
j

[ f ( z ) - f ( zj ) ] d z

≤sup
z∈σ

j

| f ( z ) - f ( zj ) | (σ之长 )

 + sup
z∈ r

j

| f ( z ) - f ( zj ) |·( rj之长 ) ,

但是弧σj与弦 rj上任意两点的距离小于δ,所以

sup
z∈σ

j

f ( z ) - f ( zj ) <
ε
2 l

, sup
z∈ r

j

f ( z ) - f ( zj ) <
ε
2 l

,

从而

∫σ
j

f ( z ) d z -∫r
j

f ( z ) d z

<
ε
2 l
·(σj之长 + rj之长 ) <

ε
l

(σj之长 ) ,

所以 ∫C
f ( z ) d z -∫P

f ( z) d z <
ε
l
·l =ε .

(2 ) 由第二步结果 ,对于 (1 )段中作出的 P ,有

∫P
f ( z ) d z = 0 ,

故 (3 .9 )成为 ∫C
f ( z ) d z <ε .

由于ε可以任意小 ,故必∫C
f ( z ) d z = 0 .至此柯西积分定理已经

得到证明 .

注  设 E 和 F 是平面上两个点集 , 下确界 inf { | z1 - z2 |

| z1∈ E , z2∈ F}称为点集 E 和 F 的距离 ,记为ρ( E , F) ,可以证

明 ,当 E 和 F 是不相交的闭集 , E 有界时 ,ρ( E , F) > 0 .
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3 .不定积分  柯西积分定理 3 .3 已经回答了积分与路径无

关的问题 .这就是说 ,如果在单连通区域 D 内函数 f ( z )解析 , 则

沿 D内任一曲线 L的积分∫L
f (ζ) dζ只与其起点和终点有关 .因

此当起点 z0 固定时 ,这积分就在 D内定义了一个变上限 z 的单值

函数 ,我们把它记成变上限积分

F( z ) =∫
z

z
0

f (ζ) dζ .
定点 z0∈D

动点 z∈ D
(3 .10)

定理3 .6  设函数 f ( z )在单连通区域 D内解析 ,则由 (3 .10)

定义的函数 F( z )在 D内解析 ,且 F′( z ) = f ( z ) .

证  我们只要对 D内任一点 z 证明 F′( z ) = f ( z )就行了 .以

z为心作一个含于 D 内的小圆 , 在小圆内取动点 z +Δz .考虑

(Δz≠0)

F( z +Δz ) - F( z )
Δz

=
1
Δz∫

z+Δ z

z
0

f (ζ) dζ-∫
z

z
0

f (ζ) dζ

图 3 .9

在Δz→0 时的极限 .

由于积分与路径无关 ,∫
z +Δ z

z
0

f (ζ) dζ的

积分路径 ,可以考虑为由 z0 到 z ,再从 z 沿

直线段到 z +Δz .而由 z0 到 z 的积分路径取

得和∫
z

z
0

f (ζ)dζ的积分路径相同 (图 3 .9) .

于是就有

F( z +Δz) - F( z )
Δz

=
1
Δz∫

z+Δ z

z
f (ζ) dζ,

注意到 f ( z )是与积分变量ζ无关的定值 ,所以由例 3 .1( 1)又有

1
Δz∫

z +Δ z

z
f ( z ) dζ= f ( z ) ,

由以上两式即得
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F( z +Δz ) - F( z )
Δz

- f ( z) =
1
Δz∫

z+Δ z

z
[ f (ζ) - f ( z ) ] dζ .

根据 f ( z )在 D 内的连续性 , 对于任给的ε> 0 ,只要开始取

的那个小圆足够小 ,则小圆内一切点ζ均符合条件

| f (ζ) - f ( z ) | <ε,

这样一来 ,由定理 3 .2

F( z +Δz ) - F( z )
Δz

- f ( z )
<

= 1
Δz
∫

z +Δ z

z
[ f (ζ) - f ( z ) ] dζ

≤ε
|Δz |
|Δz |

=ε,

即是说

lim
Δ z→0

F( z +Δz) - F( z )
Δz

= f ( z ) .

也就是 F′( z ) = f ( z )  ( z∈ D ) .

分析以上的证明 ,我们实际上已经证明了一个更一般的定理 :

定理 3 .7  设 ( 1 ) 函数 f ( z ) 在单连通区域 D 内连续 ;

(2 )∫f (ζ) dζ沿区域 D 内任一周线的积分值为零 (从而 ,积分与

路径无关 ) ,则函数

F( z ) =∫
z

z
0

f (ζ) dζ ( z0为 D内一定点 )

在 D内解析 ,且 F′( z ) = f ( z)  ( z∈D ) .

与数学分析相仿 ,我们有

定义 3 .2  在区域 D 内 ,如果函数 f ( z )连续 ,则称符合条件

Φ′( z) = f ( z )  ( z∈ D )

的函数 Φ( z)为 f ( z )的一个不定积分或原函数 (显然 Φ( z )必在

D 内解析 ) .

在定理 3 .6 或定理 3 .7 的条件下 ,函数 ( 3 .10 )就是 f ( z)的一

个原函数 .下面我们来证明 f ( z )的任何一个原函数 Φ( z )都呈形

式 :
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Φ( z ) = F( z) + C =∫
z

z
0

f (ζ)dζ+ C , (3 .11)

其中 C为一常数 .事实上 ,我们有

[Φ( z ) - F( z ) ]′= f ( z ) - f ( z ) = 0  ( z∈ D ) ,

由第二章习题 (一 ) 6( 1)即知

Φ( z ) - F( z) = C ,即 Φ( z ) = F( z) + C .

在公式 (3 .11)中令 z = z0 ,得到 C =Φ( z0 ) .于是有与数学分

析中积分基本定理 (牛顿 - 莱布尼茨公式 )类似的如下定理 .

定理 3 .8  在定理 3 .6 或定理 3 .7 的条件下 ,如果 Φ( z )为

f ( z )在单连通区域 D内的任意一个原函数 ,则

∫
z

z
0

f (ζ) dζ=Φ( z ) - Φ( z0 )  ( z、z0∈ D) . (3 .12)

例3 .6  在单连通区域 D: -π< arg z <π内 , 函数 ln z 是

f ( z ) =
1
z
的一个原函数 ,而 f ( z ) =

1
z
在 D内解析 ,故由定理 3 .8

有

∫
z

1

dζ
ζ

= ln z - ln 1 = ln z  ( z∈ D ) .

下面两段我们介绍柯西积分定理的一再推广 .

4 .柯西积分定理的推广  首先 , 我们来证明柯西积分定理

3 .3与下面的定理是等价的 .

定理3 .3′ 设 C 是一条周线 , D为 C之内部 ,函数 f ( z)在闭

域  D = D + C上解析 ,则∫C
f ( z ) d z = 0 .

证  (1 ) � 恼由定理 3 .3 推证定理 3 .3′

由定理 3 .3′的假设 ,函数 f ( z )必在 z 平面上一含  D 的单连

通区域 G内解析 ,于是由定理 3 .3 就有∫C
f ( z) d z = 0 .

(2 ) � �6由定理 3 .3′推证定理 3 .3

由定理 3 .3 的假设 :“函数 f ( z )在单连通区域 D 内解析 , C
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为 D内任一条周线”, 今设 G 为 C 之内部 , 则 f ( z )必在闭域

 G = G + C 上解析 .于是由定理 3 .3′就有

∫C
f ( z ) d z = 0 .

下面的定理要比定理 3 .3′更一般 ,它是从一个方面 � 笇推广了的

� �柯西积分定理 .

定理 3 .9  设 C 是一条周线 , D为 C 之内部 ,函数 f ( z )在 D

内解析 ,在  D = D + C 上连续 (也可以说“连续到 C”) ,则

∫C
f ( z ) d z = 0 .

因 f ( z )沿 C连续 ,故积分∫C
f ( z ) d z 存在 .在 C 的内部作周

线 Cn逼近于 C ,由定理 3 .3′知∫C
n

f ( z ) d z = 0 .我们希望取极限而

得出所要的结论 .这种想法提供了证明本定理的一个线索 ,但严格

的证明①②都比较麻烦 ,故这里从略不证 .

例 3 .7  计算下列积分 :

(1 )∫| z | = r
ln( 1 + z ) d z  ( 0 < r < 1) ;

(2 )∫C

1
z

2 d z ,

其中 C为右半圆周 : | z | = 3 , Re z≥0 ,起点为 - 3i ,终点为 3i;

(3 )∫| z - 1 | = 1
z d z ,其中 z取 1 = - 1 那一支 .

解  ( 1 ) 因为 ln ( 1 + z )的支点为 - 1 , ∞ , 所以它在闭圆
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| z |≤ r (0 < r < 1)上单值解析 .于是由柯西积分定理 3 .9 .

∫| z | = r
ln(1 + z) d z = 0 .

(2 ) 因为
1
z

2 在 Re z≥0 , z≠0 上解析 ,

故 ∫C

1
z

2 d z =
1

- 2 + 1
z

- 2 + 1
3i

- 3 i
=

2i
3

.

(3 ) 因为 z的支点为 0 ,∞ ,其单值分支在圆 | z - 1 | < 1 内解

析 ,并连续到边界 | z - 1 | = 1 ,所以由柯西积分定理 3 .9 ,

∫| z - 1 | = 1
z d z = 0 .

5 .柯西积分定理推广到复周线的情形

下面我们从另一个方面再推广柯西积分定理 ,即将柯西积分

定理从以一条 (单 )周线为边界的有界单连通区域 ,推广到以多条

周线组成的“复周线”为边界的有界多连通区域 .

定义 3 .3  考虑 n + 1 条周线 C0 , C1 , ⋯ , Cn , 其中 C1 ,

C2 ,⋯ , Cn中每一条都在其余各条的外部 ,而它们又全都在 C0 的

内部 .在 C0 的内部同时又在 C1 , C2 ,⋯ , Cn 外部的点集构成一个

有界的 n + 1 连通区域 D ,以 C0 , C1 , C2 ,⋯ , Cn为它的边界 .在这

种情况下 ,我们称区域 D的边界是一条复周线

C = C0 + C
-

1 + C
-

2 +⋯ + C
-
n ,

它包括取正方向的 C0 ,以及取负方向的 C1 , C2 , ⋯ , Cn .换句话

说 ,假如观察者沿复周线 C 的正方向绕行时 ,区域 D的点总在它

的左手边 (图 3 .10 是 n = 2 的情形 ) .

定理 3 .10  设 D是由复周线

C = C0 + C
-

1 + C
-

2 +⋯ + C
-
n

所围成的有界 n + 1 连通区域 , 函数 f ( z ) 在 D 内解析 , 在

 D = D + C 上连续 ,则

∫C
f ( z ) d z = 0 ,
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图 3 .10

或写成  ∫C
0

f ( z )d z + �∫C
-
1

f ( z ) d z +⋯ +∫C
-
n

f ( z ) d z

= 0 , (3 .13)

或写成  ∫C
0

f ( z )d z = �∫C
1

f ( z ) d z +⋯ +∫C
n

f ( z ) d z . (3 .14)

(沿外边界积分等于沿内边界积分之和 .)

注  定理 3 .10 中的复周线换成单周线 (一条 )就是定理 3 .9 .

所以定理 3 .10 是定理 3 .9 的推广 .

证  取 n + 1 条互不相交且全在 D 内 (端点除外 )的光滑弧

L0 , L1 , L2 ,⋯ , Ln作为割线 .用它们顺次地与 C0 , C1 , C2 ,⋯ , Cn

连接 .设想将 D 沿割线割破 ,于是 D 就被分成两个单连通区域

(图 3 .10 是 n = 2 的情形 ) ,其边界各是一条周线 ,分别记为 Γ1 和

Γ2 .而由定理 3 .9 ,我们有

∫Γ
1

f ( z) d z = 0 ,∫Γ
2

f ( z) d z = 0 ,

将这两个等式相加 ,并注意到沿着 L0 , L1 ,⋯ , Ln的积分 ,各从相

反的两个方向取了一次 ,在相加的过程中互相抵消 .于是 ,由复积

分的基本性质 (3 )就得到

711§2 .柯西积分定理



∫C
f ( z ) d z = 0 .

从而有 (3 .13)和 (3 .14) .

例 3 .8  设 a为周线 C内部一点 ,则

∫C

d z
( z - a)

n =
2πi ( n = 1) ,

0 ( n≠1 ,且为整数 ) .

证  以 a 为圆心画圆周 C′, 使 C′全含于 C 的内部 , 则由

(3 .14)

∫C

d z
( z - a)

n =∫C′

d z
( z - a)

n ,

再由例 3 .2 即得要证明的结论 .

注  例 3 .8 是例 3 .2 更普遍的形式 .
*
例 3 .9  (多连通区域内的不定积分或变上限积分 )试证

∫
z

1

dζ
ζ

= Ln z  ( z∈G∶z≠0 ,∞ ) .

其中积分路径是不过原点 ,且连接点 z0 = 1 和点 z 的任意逐段光

滑曲线 .

图 3 .11

证  G 是二连通区域 .考虑这样两条路径的积分值 ,其中一

条 L沿正方向或负方向绕原点若干周 ;另一条 l 则不绕原点 (不

穿过负实轴 ) .如图 3 .11 ,由例 3 .6 及例 3 .8 可得

∫L

dζ
ζ

�=∫A BCbD A

dζ
ζ

+∫ADa CEA

dζ
ζ

+∫AEF

dζ
ζ

= 2∫γ
dζ
ζ

+∫l

dζ
ζ

.

一般 ,

∫L

dζ
ζ

%=∫l

dζ
ζ

+ n∫γ
dζ
ζ

= ln z + 2 nπi

( n = 0 ,±1 ,⋯ )

= Ln z .
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因此 ,所给变上限 z 的函数

F( z ) =∫
z

1

dζ
ζ

是对数函数 Ln z 的一个积分表达式 , 在原点处的支点是被积函

数惟一的奇点 .

注  多连通区域 G内的变上限积分一般表示多值解析函数 ,

比如上面例 3 .9 ,但也有表示单值解析函数的 .比如 ,我们来考查

变上限积分

∫
z

1

1
ζ

2 dζ, ( * )

这里 z∈ G∶z≠0 ,∞ , G是二连通区域 ,积分路径 L 是不过原点 ,

且联结点 z0 = 1 和点 z 的任意逐段光滑曲线 .

1) 当 L 不围绕原点 z = 0 ,被积函数
1
z

2 在包含 L 但不包含

z = 0的一个单连通子区域 D内单值解析 ,从而由定理 3 .8

∫
z

1

1
ζ

2 dζ= -
1
ζ

z

1
= -

1
z

+ 1  ( z∈D ) .

2) 设γ是在 G 内的一条周线 ,原点在γ的内部 ,则当 z 沿γ

的正向绕行一周时 ,积分 ( * )有增量

∫γ
1
ζ

2 dζ= 0  (例 3 .8 ) .

3) 由 1)和 2 )的结果 ,并参看图 3 .11 ,可见

∫
z

1

1
ζ

2 dζ= -
1
z

+ 1  ( z∈ G) ,

这就是 z 的单值解析函数 .

§3 .柯西积分公式及其推论

1 .柯西积分公式  我们利用柯西积分定理 (复周线形式 )导

出一个用边界值表示解析函数内部值的积分公式 .
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定理 3 .11  设区域 D 的边界是周线 (或复周线 ) C , 函数

f ( z )在 D内解析 ,在  D = D + C上连续 ,则有

f ( z) =
1

2πi∫C

f (ζ)
ζ- z

dζ ( z∈ D ) . (3 .15)

图 3 .12

这就是柯西积分公式 .它是解析函

数的积分表达式 ,因而是今后我们研究

解析函数各种局部性质的重要工具 .

证  任意 固定 z ∈ D , F (ζ) =

f (ζ)
ζ - z
作为ζ的函数在 D 内除点 z 外均

解析 .今以点 z 为心 ,充分小的ρ> 0 为

半径作圆周γρ ,使γρ及其内部均含于 D

(图 3 .12 ) .对于复周线Γ= C +γ
-

ρ及函

数 F(ζ) ,应用定理 3 .10 的 ( 3 .13 )式 ,得

∫C

f (ζ)
ζ - z

dζ=∫γ
ρ

f (ζ)
ζ - z

dζ .

(这一步的重要性 ,在于将复杂路径 C代以简单路径γρ )上式表示

右端与γρ的半径ρ无关 ,因此我们只须证明

lim
ρ→ 0∫γ

ρ

f (ζ)
ζ - z

dζ= 2πi f ( z ) , (3 .16)

则柯西积分公式 (3 .15)就算证明了 .

注意到 f ( z )与积分变量 ζ无关 , 而 2πi =∫γ
ρ

dζ
ζ - z

(见例

3 .2) ,于是有

∫γ
ρ

f (ζ)
ζ- z

dζ- 2πi f ( z )
�

=∫γ
ρ

f (ζ)
ζ - z

dζ - f ( z)∫γ
ρ

dζ
ζ - z

=∫γ
ρ

f (ζ) - f ( z )
ζ - z

dζ . (3 .17)

根据 f (ζ)的连续性 ,对任给的ε> 0 ,存在δ> 0 ,只要 |ζ - z |
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=ρ<δ,就有

| f (ζ) - f ( z ) | <
ε
2π
 (ζ∈γρ ) ,

由定理 3 .2 知 ( 3 .17 ) 不超过
ε

2πρ
·2πρ= ε, 于是证明了

(3 .16) .定理得证 .

定义 3 .4  在定理 3 .11 的条件下 ,

1
2πi∫C

f (ζ)
ζ- z

dζ, ( z∈�/C)

称为柯西积分 .

思考题  在定理 3 .11 的条件下 , 如果 z∈�/ D , 则柯西积分

1
2πi∫C

f (ζ)
ζ- z

dζ之值如何 ?

柯西积分公式 (3 .15)可以改写成

∫C

f (ζ)
ζ - z

dζ= 2πi f ( z )  ( z∈ D) , (3 .15)′

借此公式可以计算某些周线积分 (指路径是周线的积分 ) .

例 3 .10  设 C为圆周 |ζ| = 2 ,则按 (3 .15)′.

∫C

ζ
( 9 - ζ

2
) (ζ+ i)

dζ G=∫C

ζ
9 - ζ

2

ζ - ( - i)
dζ

= 2πi·
ζ

9 - ζ
2
ζ= - i

=
π
5

.

注意到 f (ζ) =
ζ

9 - ζ
2 在闭圆 |ζ|≤2 上解析 ,定理 3 .11 的条件满

足 ,故公式 ( 3 .15 )′可以应用 ,因而上面的计算是正确的 .

注  在 (3 .15)及 (3 .15)′中 ,ζ= z 是被积函数

F(ζ) =
f (ζ)
ζ - z

在 C内部的惟一奇点 ,如果给定的积分被积函数 F(ζ)在 C 内部

有两个以上奇点 ,就不能直接应用柯西积分公式
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定理 3 .11 的特殊情形 ,有如下的解析函数平均值定理 .在下

一章 ,我们将应用它来证明解析函数的最大模原理 .

定理 3 .12  如果函数 f ( z )在圆 |ζ - z0 | < R 内解析 ,在闭圆

|ζ - z0 |≤ R 上连续 ,则

f ( z0 ) =
1

2π∫
2π

0
f ( z0 + Re

iφ
) dφ,

图 3 .13

即 f ( z )在圆心 z0 的值等于它在圆周

上的值的算术平均数 .

证  设 C表圆周 |ζ - z0 | = R (如

图 3 .13 ) ,则

ζ- z0 = Re
iφ

,  0≤φ≤2π,

或 �ζ= z0 + Re
iφ

,

由此 dζ= i Re
iφ

dφ,

根据柯西积分公式 (3 .15)

  f ( z0 ) ^=
1

2πi∫C

f (ζ)
ζ- z0

dζ

=
1

2πi∫
2π

0

f ( z0 + Re
iφ

) i Re
iφ

dφ

Re
iφ

=
1

2π∫
2π

0
f ( z0 + Re

iφ
) dφ .

例3 .11  设函数 f ( z )在闭圆 | z | ≤ R 上解析 .如果存在

a > 0 ,使当 | z | = R 时 S

| f ( z ) | > a ,

而且 | f (0 ) | < a ,

试证 : 在圆 | z | < R内 f ( z )至少有一个零点 .

证  反证法 ,设 f ( z)在 | z | < R 内无零点 ,而由题设 f ( z )在

| z | = R 上也无零点 .于是

F( z ) =
1

f ( z )
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在闭圆 | z |≤ R 上解析 .由解析函数的平均值定理 ,

F(0 ) =
1

2π∫
2π

0
F( Re

iφ
) dφ,

又由题设    �| F( 0) | =
1

| f (0 ) |
>

1
a

,

| F( Re
iφ

) | =
1

| f ( Re
iφ

) |
<

1
a

,

从而  
1
a

< | F( 0) | �= 1
2π
∫

2π

0
F( Re

iφ
) dφ ≤

1
a
·

1
2π
·2π

=
1
a

.

矛盾 .故在圆 | z | < R内 f ( z )至少有一个零点 .

2 .解析函数的无穷可微性  我们将柯西积分公式 ( 3 .15 )形

式地在积分号下对 z 求导后得

f′( z) =
1

2πi∫C

f (ζ)
(ζ - z )

2 dζ ( z∈ D ) , (3 .18)

这样继续一次又可得

f″( z) =
2 !
2πi∫C

f (ζ)
(ζ - z )

3 dζ ( z∈ D ) ,

我们将对这些公式的正确性加以证明 .

定理 3 .13  在定理 3 .11 的条件下 ,函数 f ( z)在区域 D内有

各阶导数 ,并且有

f
( n )

( z ) =
n !

2πi∫C

f (ζ)
(ζ- z )

n + 1 dζ ( z∈ D ) . (3 .19)

( n = 1 ,2 ,⋯ )

这是一个用解析函数 f ( z )的边界值表示其各阶导函数内部值的

积分公式 .

证  首先对 n = 1 的情形来证明 ,即要证公式 ( 3 .18 )成立 .按

照 (3 .15) ,有 (Δz≠0 )

f ( z +Δz) - f ( z )
Δz

w=
1
Δz

1
2πi
∫C

f (ζ)
ζ - z -Δz

dζ-
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 1
2πi
∫C

f (ζ)
ζ - z

dζ

=
1

2πi∫C

f (ζ)
(ζ- z -Δz ) (ζ- z )

dζ .

我们要证明下面的差数

1
2πi

�∫C

f (ζ) dζ
(ζ- z -Δz ) (ζ- z )

-
1

2πi∫C

f (ζ) dζ
(ζ - z )

2

= 1
2πi
∫C

Δzf (ζ)
(ζ - z -Δz ) (ζ- z )

2 dζ (3 .20)

在 |Δz |充分小时不超过任给的正数ε .

设沿周线 C , | f (ζ) |≤ M .设 d 表示 z 与 C 上点ζ间的最短

距离 .于是 ,当ζ∈ C 时 , |ζ- z |≥ d > 0 (参看定理 3 .3 注 ) .

先设 |Δz | <
d
2

,于是 (图 3 .14) |ζ - z -Δz |≥ |ζ- z | - |Δz | >

图 3 .14

d
2

,这样一来 ,差数 ( 3 .20 )不超过

|Δz |
2π
·

Ml
d
2
·d

2
,

其中 l 为 C 之长度 .为使上式不超过任

给正数ε,只要取

|Δz | <δ= min
d
2

,
πd

3
ε

Ml
.

于是 (3 .18)就证明了 .

要完成定理的证明 , 只要应用数学

归纳法 .设 n = k时公式 ( 3 .19 )成立 ,证明 n = k + 1 时 , (3 .19 )也

成立 .这就是要证明下面这个式子

f
( k)

( z +Δz ) - f
( k )

( z )
Δz

= H
1
Δz

k !
2πi
∫C

f (ζ) dζ
(ζ- z -Δz)

k + 1

-
k !

2πi
∫C

f (ζ) dζ
(ζ- z )

k + 1
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在Δz→0 时 ,以

( k + 1) !
2πi ∫C

f (ζ)
(ζ- z )

k + 2 dζ

为极限 .方法和证明 n = 1 的情形类似 ,不过稍微复杂些 ,就不重

复了 .

公式 (3 .19)可改写成

∫C

f (ζ)
(ζ - z )

n + 1 dζ=
2πi
n !

f
( n )

( z )  ( z∈ D , n = 1 , 2 ,⋯ ) .

(3 .19)′

注  (1 ) 应用 ( 3 .19 )′可以计算一些周线积分 ;

  (2 ) 在 ( 3 .19 )及 (3 .19 )′中 ,ζ= z 是被积函数 F(ζ)在 C

内部的惟一奇点 ,如果 F(ζ)在 C 内部有两个以上的奇点 ,就不能

直接应用它们 .

例 3 .12  计算积分

∫C

cos z
( z - i )

3 d z ,

其中 C是绕 i一周的周线 .

解  因 为 cos z 在 z 平面上解析 , 应用公式 ( 3 . 19 ) 于

f ( z ) = cos z ,我们得

∫C

cos z
( z - i)

3 d z =
2πi
2 !

(cos z )″
z = i

= -πicos i = -π
e

- 1
+ e

2
i .

应用上述定理 ,我们得出解析函数的无穷可微性 :

定理 3 .14  设函数 f ( z )在 z 平面上的区域 D 内解析 , 则

f ( z )在 D内具有各阶导数 ,并且它们也在 D内解析 .

证  设 z0为 D 内任一点 ,将定理 3 .13 应用于以 z0为心的充

分小的圆 (只要这个闭圆全含于 D 内 ) ,即知 f ( z )在此圆内有各

阶导数 .特别说来 , f ( z )在点 z0 有各阶导数 .由于 z0的任意性 ,所

以 f ( z )在 D内有各阶导数 .

这样 ,由函数在区域 D 内解析 (注意 :仅只假设其导数在 D
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内存在 !) ,就推出了其各阶导数在 D 内存在且连续 .而数学分析

中区间上的可微函数 ,在此区间上不一定有二阶导数 ,更谈不上有

高阶导数了 .

借助解析函数的无穷可微性 ,我们现在来把判断函数 f ( z)在

区域 D内解析的一个充分条件———定理 2 .5 ,补充证明成刻画解

析函数的第二个等价定理 :

定理 3 .15  函数 f ( z) = u ( x , y ) + i v ( x , y )在区域 D内解

析的充要条件是

(1 ) ux , uy , v x , vy在 D内连续 ;

(2 ) u( x , y ) , v ( x , y )在 D内满足 C . - R .方程 .

证  充分性  即定理 2 .5 .

必要性  条件 (2 )的必要性已由定理 2 .1 得出 .现在 ,由于解

析函数 f ( z )的无穷可微性 , f′( z )必在 D 内连续 ,因而 u x , uy ,

vx , vy必在 D内连续 .

3 .柯西不等式与刘维尔 ( Liouville )定理  利用定理 3 .13 可

以得出一个很有用的导数的估计式 :

柯西不等式  设函数 f ( z )在区域 D内解析 , a 为 D内一点 ,

以 a为心作圆周γ: |ζ - a | = R ,只要γ及其内部 K 均含于 D ,则

有

| f
( n )

( a) |≤
n ! M ( R )

R
n ,

其中 M ( R) = max
| z - a | = R

| f ( z ) | , n = 1 ,2 ,⋯ .

证  应用定理 3 .13 于 珡K 上 ,则有

| f
( n )

( a ) | ]= n !
2πi
∫γ

f (ζ)
(ζ- a)

n + 1 dζ ≤
n !
2π
·

M ( R )
R

n + 1 ·2πR

=
n ! M ( R)

R
n .

注  柯西不等式是对解析函数各阶导数模的估计式 ,说明解

析函数在解析点 a 的各阶导数的估计与它的解析区域的大小密
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切相关 .

在整个复平面上解析的函数称为整函数 .例如多项式 , e
z
,

cos z及 sin z 都是整函数 .常数当然也是整函数 .应用柯西不等

式 ,可得一个关于整函数的定理 :

刘维尔定理  有界整函数 f ( z )必为常数 .

证  设 | f ( z) |的上界为 M ,则在柯西不等式中 ,对无论什么

样的 R ,均有 M ( R)≤ M .于是命 n = 1 有

| f′( a) |≤
M
R

,

上式对一切 R 均成立 ,让 R→ + ∞ ,即知 f′( a ) = 0 .而 a 是 z 平

面上任一点 ,故 f ( z)在 z 平面上的导数为零 .由第二章习题 (一 )

6( 1)知 f ( z )必为常数 .

注  这是一个非局部性命题 ,也是模有界定理 ,其逆也真 ,即 :

常数是有界整函数 ;此定理的逆否定理为 :非常数的整函数必无

界 ;关于刘维尔定理 ,我们以后还要论及 .

应用刘维尔定理可以很简洁地证明 :

代数学基本定理  在 z 平面上 , n 次多项式

p( z) = a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an  ( a0≠0 )

至少有一个零点 .

证  反证法 ,设 p ( z )在 z 平面上无零点 .由于 p ( z )在 z 平

面上是解析的 ,
1

p ( z )
在 z 平面上也必解析 .

下面我们证明
1

p( z)
在 z 平面上有界 .由于 �

lim
z→∞

p( z ) = lim
z→∞

z
n

a0 +
a1

z
+⋯ +

an

z
n =∞ ,

lim
z→∞

1
p( z )

= 0 ,

故存在充分大的正数 R ,使当 | z | > R 时 ,
1

p( z )
< 1 .
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又因
1

p( z)
在闭圆 | z |≤ R 上连续 ,故可设

1
p ( z )
≤ M (正常数 ) ,

从而 ,在 z 平面上

1
p( z )

< M + 1 ,

于是 ,
1

p ( z )
在 z 平面上是解析且有界的 .由刘维尔定理 ,

1
p( z)
必

为常数 ,即 p( z )必为常数 .这与定理的假设矛盾 .故定理得证 .

注  代数学基本定理 ,用纯粹代数的方法是不容易证明的 ,这

是因为数学知识还不够的缘故 ,由此可见 ,数学知识积累在解决问

题中的重要性 .

4 .摩勒拉 ( Morera)定理  我们现在来证明柯西积分定理 (定

理 3 .3)的逆定理 ,称为摩勒拉定理 .

定理 3 .16  若函数 f ( z )在单连通区域 D内连续 ,且对 D 内

的任一周线 C ,有

∫C
f ( z ) d z = 0 ,

则 f ( z )在 D内解析 .

证  在假设条件下 ,根据定理 3 .7 即知

F( z) =∫
z

z
0

f (ζ) dζ ( z0 ∈D )

在 D内解析 ,且 F′( z ) = f ( z) ( z∈ D) .但解析函数 F( z)的导函

数 F′( z )还是解析的 .即是说 f ( z )在 D内解析 .

下面我们着重指出刻画解析函数的第三个等价定理 .

定理 3 .17  函数 f ( z )在区域 G内解析的充要条件是 :

(1 ) f ( z )在 G内连续 ;

(2 ) 对任一周线 C ,只要 C及其内部全含于 G内 ,就有

∫C
f ( z ) d z = 0 .
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证  必要性可由柯西积分定理 3 .3 导出 .至于充分性 ,我们可

在 G 内任一点 z0 的一个邻域 K : |ζ - z0 | < ρ内来应用定理

3 .16 ,只要ρ充分小 ,就知道 f ( z )在圆 K 内解析 .特别说来 , 在

z0解析 ,因为 z0可在 G内任意取 ,故 f ( z )在 G内解析 .

例 3 .13  如果函数 f ( z )为一整函数 ,且有使

Re f ( z ) < M

的实数 M存在 ,试证 f ( z )为常数 .

证  令 F( z ) = e
f ( z)

,则 F( z )为整函数 .又在 z 平面上

| F( z ) | = e
Re f ( z)

< e
M

,

故有界 ,由刘维尔定理可见 F( z )是常数 .因此 f ( z )也是常数 .

例 3 .14  设 f ( z )是整函数 , n 为正整数 ,试证当

lim
z→∞

f ( z )
z

n = 0

时 , f ( z )至多是 n - 1 次多项式 .

证  由第二章习题 (一 ) 6 ( 1 )及定理 3 .8 ,只须证得对任何的

z , f
( n )

( z) = 0 .

由

lim
z→∞

f ( z )
z

n = 0

可知 ,对任给的ε> 0 ,存在 R > 0 ,只要 | z | > R 时就有

| f ( z ) | <ε| z |
n

.

在 z 平面上任取一点 z .再取以 z 为心 ,以 r 为半径的圆周

C ,使圆周 C1 = { z | | z | = R}全含于其内部 .于是有 r > | z | .这时

对于ζ∈ C ,必 |ζ| > R ,因而

| f (ζ) | <ε|ζ|
n
≤ε( | z | + r)

n
.

由柯西不等式可得

  | f
( n )

( z ) | �≤
n !
r

nε( | z | + r)
n

= n !ε 1 +
| z |

r

n

≤ n !2
n
ε .
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因为ε> 0 是任意的 ,所以

f
( n )

( z) = 0 .

故 f ( z )至多是 n - 1 次多项式 .
* 5 .柯西型积分

定义 3 .4′ 设 C 为任一条简单逐段光滑曲线 (不必闭合 ) ,

f (ζ)是在 C 上有定义的可积函数 ,则具有如下形式的积分 :

1
2πi∫C

f (ζ)
ζ- z

dζ ( z∈�/C)

称为柯西型积分 .

显然柯西积分为柯西型积分的特例 ,但柯西型积分就不一定

为柯西积分 .

例如  (1 )
1

2πi∫|ζ| = 1

珔ζ
ζ- z

dζ, ( | z |≠1 ) ;

   (2 )
1

2πi∫|ζ| = 1

1
ζ
ζ- z

dζ, ( | z |≠1 ) ;

   (3 )
1

2πi∫
+ 1

- 1

d x
x - z

, ( z∈ [ - 1 , 1 ] ) .

(显然 ( 1)可变形为 (2 ) ; (2 )、(3 )的计算留给读者 ) .这三个积分都

是柯西型积分而非柯西积分 .

类似定理 3 .13 的证明 ,我们可以得到类似定理 3 .13 的结果 .

定理3 .13′ 若函数 f (ζ)沿简单逐段光滑曲线 C(不必闭合 )

连续 ,则由柯西型积分

F( z ) =
1

2πi∫C

f (ζ)
ζ - z

dζ, ( z∈�/C )

所定义的函数 F( z ) ,在 z 平面上 C外任一区域 D内解析 ,且

F
( n)

( z ) =
n !

2πi∫C

f (ζ)
(ζ- z )

n + 1 dζ,

( z∈D , n = 1 , 2 ,⋯ ) .

证明留给读者 .
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§4 .解析函数与调和函数的关系

在前一节 ,我们已经证明了 ,在区域 D 内解析的函数具有任

何阶的导数 .因此 ,在区域 D内它的实部 u 与虚部 v 都有二阶连

续偏导数 .现在我们来研究应该如何选择 u 与 v 才能使函数

u + i v在区域 D内解析 .

设 f ( z ) = u + i v 在区域 D内解析 ,则由 C . - R .方程

�u
�x

=
�v
�y

,  
�u
�y

= -
�v
�x

,

得
�

2
u
�x

2 =
�

2
v
�x�y

,  
�

2
u
�y

2 = -
�

2
v
�y�x

,

因
�

2
v
�x�y
与
�

2
v
�y�x
在 D内连续 ,它们必定相等 ,故在 D内有 �

�
2

u
�x

2 +
�

2
u
�y

2 = 0 ,

同理 ,在 D内有
�

2
v
�x

2 +
�

2
v
�y

2 = 0 ,

即 u 及 v 在 D内满足拉普拉斯 ( Laplace)方程 :

Δu = 0 ,  Δv = 0 .

这里Δ≡
�

2

�x
2 +
�

2

�y
2 是一种运算记号 ,称为拉普拉斯算子 .

定义3 .5  如果二元实函数 H ( x , y )在区域 D内有二阶连续

偏导数 ,且满足拉普拉斯方程ΔH = 0 ,则称 H ( x , y )为区域 D 内

的调和函数 .

调和函数常出现在诸如流体力学、电学、磁学等实际问题中 .

定义 3 .6  在区域 D 内满足 C . - R .方程

�u
�x

=
�v
�y

,  
�u
�y

= -
�v
�x

的两个调和函数 u , v 中 , v称为 u 在区域 D内的共轭调和函数 .
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由上面的讨论 ,我们已经证明了 :

定理 3 .18  若 f ( z ) = u ( x , y ) + i v ( x , y )在区域 D内解析 ,

则在区域 D内 v ( x , y )必为 u( x , y )的共轭调和函数 .

现在接着上面的讨论 .反过来 ,如果 u , v 是任意选取的在区

域 D内的两个调和函数 ,则 u + i v 在 D 内就不一定解析 .

要想 u + i v在区域 D内解析 , u 及 v 还必须满足 C . - R .方

程 .即 v 必须是 u 的共轭调和函数 .由此 ,如已知一个解析函数的

实部 u( x , y ) (或虚部 v ( x , y ) )就可以求出它的虚部 v ( x , y ) (或

实部 u ( x , y ) ) .

假设 D 是一个单连通区域 , u ( x , y )是区域 D 内的调和函

数 ,则 u( x , y)在 D内有二阶连续偏导数 ,且

�
2

u
�x

2 +
�

2
u
�y

2 = 0 .

即 -
�u
�y

,
�u
�x
在 D内具有一阶连续偏导数 ,且

�
�y

-
�u
�y

=
�
�x
�u
�x

.

由数学分析的定理 ,知道 -
�u
�y

d x +
�u
�x

d y是全微分 ,

命 -
�u
�y

d x +
�u
�x

d y = d v ( x , y ) , (3 .21)

则 v ( x , y ) =∫
( x , y )

( x
0

, y
0

)
-
�u
�y

d x +
�u
�x

d y + C , (3 .22)

其中 ( x0 , y0 )是 D内的定点 , ( x , y )是 D 内的动点 , C 是一个任

意常数 ,积分与路径无关 .

将 (3 .22)式分别对 x , y求偏导数 ,得

�v
�x

= -
�u
�y

,  
�v
�y

=
�u
�x

,

这就是 C . - R .方程 .由定理 3 .15 知 u + i v 在 D内解析 .故得

定理 3 .19  设 u( x , y )是在单连通区域 D内的调和函数 ,则
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存在由 (3 .22)式所确定的函数 v ( x , y ) ,使 u + i v = f ( z )是 D 内

的解析函数 .

注  ( 1 ) 如单连通区域 D 包含原点 , 则 ( 3 . 22 ) 式中的

( x0 , y0 )显然可取成原点 ( 0 , 0 ) ;如 D 非单连通区域 , 则积分

(3 .22)可能规定一个多值函数 .

(2 ) 公式 ( 3 .22 )不必强记 ,可以先如下去推 (3 .21) :由

d v ( x , y ) = vx d x + vy d y
C . - R .

- uy d x + u x d y ,

然后两端积分之 .

(3 ) 类似地 ,

d u( x , y ) = u x d x + u y d y
C . - R .

vy d x - vx d y ,

然后两端积分 ,有

u ( x , y ) =∫
( x , y )

( x
0

, y
0

)
vy d x - vx d y + C . (3 .22)′

思考题  (1 )“ v 是 u 的共轭调和函数”,其中 u , v 是否可以

交换顺序 ?

(2 ) 如果 v 是 u 的共轭调和函数 ,那么 v 的共轭调和函数是

什么 ?

注  (1 ) 刻画解析函数的又一等价定理 .

f ( z ) = u( x , y) + i v ( x , y )在区域 D内解析

�
定理 3 .1 8

定理 3 .1 9
在区域 D 内 v ( x , y )是 u ( x , y )的共轭调和函数 .

(2 ) 由于任一个二元调和函数都可作为一个解析函数 f ( z )

的实部 u ( x , y ) (或虚部 v ( x , y ) ) , 而虚部 v ( x , y ) (或实部

u ( x , y ) )可由 C . - R .方程确定 .于是由于解析函数 f ( z ) = u +

i v的任意阶导数仍然是解析的 ,可知 , � 胖任一个二元调和函数的任

� 挺意阶偏导数也是调和函数 .

例 3 .15  验证 u( x , y ) = x
3

- 3 xy
2
是 z 平面上的调和函数 ,

并求以 u ( x , y )为实部的解析函数 f ( z) ,使合 f ( 0) = i .
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解  因在 z 平面上任一点 �

u x = 3 x
2

- 3 y
2

, uy = - 6 x y ,

u x x = 6 x , uy y = - 6 x .

故 u ( x , y )在 z 平面上为调和函数 .

解法一  � ( d v U= vx d x + vy d y
C . - R .

- uy d x + ux d y)

� v ( x , y )
( 3 .22 )

图 3 .15∫
( x , 0 )

( 0 , 0 )
6 x yd x + ( 3 x

2
- 3 y

2
) d y

 +∫
( x , y)

( x , 0 )
6 x yd x + ( 3 x

2
- 3 y

2
) d y + C

 =∫
y

0
(3 x

2
- 3 y

2
)d y + C

 = 3 x
2

y - y
3

+ C ,

故 f ( z ) �= u + i v = x
3

- 3 x y
2

+ i (3 x
2

y - y
3

+ C)

= ( x + i y)
3

+ i C = z
3

+ i C .

要合 f (0 ) = i,必 C = 1 ,故 f ( z ) = z
3

+ i .

图 3 .15

解法二  先由 C . - R .方程中的一个得

vy = ux = 3 x
2

- 3 y
2

,

( d v = vx d x + vy d y
C . - R .

- uy d x + ux d y )

� v =∫u x d y +φ( x )

故 v = 3 x
2

y - y
3

+φ( x ) ,
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再由 C . - R .方程中的另一个得

vx = 6 xy +φ′( x ) = - uy = 6 xy ,

故 φ′( x ) = 0 ,  即  φ( x ) = C ,

因此 v ( x , y ) = 3 x
2

y - y
3

+ C . (下同解法一 )

注  这两个方法都可以根据公式前括号内的形式推导进行 ,

不必强记公式 .两个方法的共同点是都要引用 C . - R .方程 .

例3 .16  验证 v ( x , y ) = arctan
y
x

( x > 0)在右半 z 平面内是

调和函数 ,并求以此为虚部的解析函数 f ( z) .

解  b

vx =
-

y
x

2

1 +
y

2

x
2

= -
y

x
2

+ y
2  ( x > 0 ) ,

vy =

1
x

1 +
y

2

x
2

=
x

x
2

+ y
2  ( x > 0 ) ,

vx x =
2 x y

( x
2

+ y
2

)
2 , vyy =

- 2 xy
( x

2
+ y

2
)

2  ( x > 0) ,

于是 vx x + vy y = 0  ( x > 0) ,

故在右半 z 平面内 , v ( x , y )是调和函数 . �

 u ( x , y ) =∫ux d x +ψ( y )
C . - R .

∫vy d x +ψ( y)

=∫ x
x

2
+ y

2 d x +ψ( y) =
1
2

ln ( x
2

+ y
2

) +ψ( y) ,

两端对 y 求导

1
2
·

2 y
x

2
+ y

2 +ψ′( y ) = uy

C . - R .
- vx =

y
x

2
+ y

2 ,

所以  ψ′( y) = 0 ,从而ψ( y ) = C(任意常数 ) ,

u ( x , y ) =
1
2

ln( x
2

+ y
2

) + C ,
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故

f ( z ) ^=
1
2

ln( x
2

+ y
2

) + C + iarctan
y
x

( x > 0 )

= ln | z | + i arg z + C

= ln z + C ,

它在右半 z 平面内单值解析 .

注  由于解析函数与调和函数的密切联系 ,人们自然会想到

利用这种联系 ,可以由解析函数的已知性质去推出调和函数的某

些性质 .不过调和函数尚有它本身的重要性 ,且对它们的研究又常

常不能用复变函数的方法加以简化 .因此 ,有必要对它作专门的研

究 .我们将在第九章作适当介绍 .

*
§5 .平面向量场———解析函数的应用 (一 )

本节我们要讨论平行于一个平面的定常向量场 .这就是说 :第

一 ,这个向量场中的向量是与时间无关的 ;第二 ,这个向量场中的

向量都平行于某一个平面 S0 ,并且在垂直于 S0 的任何一条直线

上所有的点处 ,这个场中的向量 (就大小与方向来说 )都是相等的 .

显然 ,在所有的平行于 S0 的平面内 , 这个向量场的情形都完全同

样 .因此 ,这个向量场可以由位于平面 S0 内的向量所构成的一个

平面向量场完全表示出来 .这时 , 说到平面向量场 S0 的一个点

z0 ,我们在心中便要记起在那个平行于平面的向量场中的一条无

限直线 ,它通过所说的那个点 z0而垂直于平面 S0 ;说到 S0内的一

条曲线 C ,则是意味着一个以 C 为基线的柱面 ;说到 S0的一个区

域 D ,则是意味着以 D 为底面的一个柱体 .

我们把平面 S0取作 z 平面 .于是向量场中每个向量便可以用

复数来表示 .

由于解析函数的发展是与流体力学密切联系的 ,因此 ,在下面

讲平面向量场与解析函数的关系时 ,我们常采用流体力学中的术
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语 .尽管所讲的那些内容 ,都是可以关系着各种不同物理特性的向

量场的 (如在第五章§5 所提到的平面电场 ) .

现在我们把江面上水的流动 (例 1 .1 )作些补充 ,并把问题深

入一步 ,从中就可看出解析函数是怎样应用于流体力学的 .

我们不限于水的流动 ,广泛一点说是流体的流动 .假设流体是 � 筣

质量均匀的 ,并且具有 � 筣不可压缩性 ,即是说密度不因流体所处的位

置以及受到的压力而改变 .我们就假设密度为 1 .流体的形式是 � ��定

� 惕常的 (即与时间无关 ) � 罕平面流动 .所谓平面流动是指流体在垂直于

某一固定平面的直线上各点均有相同的流动情况 (图 3 .16 ) .流体

层的厚度可以不考虑 ,或者认为是一个单位长 .

图 3 �.16 图 3 Y.17

  1 .流量与环量  设流体在 z 平面上某一区域 D 内流动 ,

v ( z) = p + qi 是在点 z∈ D 处的流速 , 其中 p = p ( x , y ) , q =

q( x , y )分别为 v ( z )的水平及垂直分速 ,并且假设它们都是连续

的 .

今考查流体在单位时间内流过以 A 为起点 , B为终点的有向

曲线γ(图 3 .17 )一侧的流量 (实际上是流体层的质量 ) .为此取弧

元 d s , n为其单位法向量 ,它指向曲线 γ的右边 (顺着 A 到 B 的

方向看 ) .显然 ,在单位时间内流过 d s 的流最为 vn d s ( vn是 v在 n
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上的投影 ) ,再乘上流体层的厚度以及流体的密度 (取厚度为一个

单位长 ,密度为 1 ) .因此 ,这个流量的值就是

v n d s

这里 d s为切向量 d z = d x + id y 之长 .当 v与 n夹角为锐角时 ,流

量 vn d s为正 ;夹角为钝角时为负 .

令

τ=
d x
d s

+ i
d y
d s

是顺γ正向的单位切向量 .故 n恰好可由τ旋转 -
π
2
得到 ,即

n = e
-
π
2

i
τ= - iτ=

d y
d s

- i
d x
d s

.

于是即得 v在 n上的投影为

vn = v·n = p
d y
d s

- q
d x
d s

.

以 Nγ表示单位时间内流过γ的流量 ,则

Nγ =∫γ p
d y
d s

- q
d x
d s

d s =∫γ - qd x + pd y .

在流体力学中 ,还有一个重要的概念 ,即流速的环量 .它定义

为 :流速在曲线γ上的切线分速 ,沿着该曲线的积分 ,以 Γγ 表示 .

于是

Γγ =∫γ p
d x
d s

+ q
d y
d s

d s =∫γ pd x + qd y .

现在我们可以借助于复积分来表示环量和流量 .为此 ,我们以

i乘 Nγ ,再与 Γγ相加即得环流量

Γγ + i Nγ �=∫γ pd x + qd y + i∫γ - qd x + pd y

=∫γ ( p - qi) ( d x + id y ) ,

即  Γγ + i Nγ =∫γ v ( z ) d z .

831 第三章  复变函数的积分



我们称 v ( z)为复速度 .

2 .无源、漏的无旋流动  我们可以假设在流动过程中没有流

体自 D内任何一处涌出或者漏掉 .用术语来说 ,即 D内无源、漏 .

即使有源、漏 ,为了研究方便 ,我们也可以把 D 适当缩小使源、漏

从研究的区域中排除 .这样一来 ,在 D内任作一周线 C , � 俯只要其内

� �部均含于 D ,由于不可压缩性 ,则经过 C 而流进 C内的流量 ,恰好

等于经过 C 而流出的流量 ,即 NC = 0 .并且 ,在源点邻域内 NC >

0;在漏点邻域内 NC < 0 (图 3 .18) .

图 3 .18

在流体力学中 ,对于无旋流动的研究是很重要的 .这里它可以

定义为ΓC = 0 , � �!只要 C 及其内部均含于 D .

这样 ,如果流体在 D内作无源、漏的无旋流动 ,其充要条件为

∫C
v ( z ) d z = 0 ,

只要 C及其内部均含于 D .

按照定理 3 .17 ,即知无源、漏的无旋流动特征是 v ( z )在该流

动区域 D内解析 .

3 .复势  设在区域 D内有一无源、漏的无旋流动 ,从以上的

讨论 ,即知其对应的复速度为解析函数 v ( z ) .我们称函数 f ( z )为

对应于此流动的复势 ,如果 f ( z)在 D内处处合乎条件
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f′( z ) = v ( z ) .

对于无源、漏的无旋流动 ,复势总是存在的 ;如果略去常数不

计 ,它还是惟一的 .这是因为 v ( z)解析 ,由下式确定的

f ( z ) =∫
z

z
0

v ( z) d z

就是复势 ,其中 z、z0 属于 D .当 D为单连通时 , f ( z )为单值解析

函数 .当 D为多连通时 , f ( z )可能为多值解析函数 .但它在 D 内

任何一个单连通子区域内均能分出单值解析分支 .

今设 f ( z ) =φ( x , y) + iψ( x , y )

为某一流动的复势 .我们称 φ( x , y )为所述流动的势函数 , 称

φ( x , y ) = k ( k为实常数 )为势线 ;称 ψ( x , y )为所述流动的流函

数 ,称ψ( x , y ) = k ( k为实常数 )为流线 .

因

φx + iψx = f′( z ) = v ( z ) = p - i q ,

所以

p =φx =ψy ,  q = - ψx =φy . ( C . - R .)

又因流线上点 z ( x , y )的速度方向与该点的切线方向一致 ,即流

线的微分方程为

d x
p

=
d y
q

,

即 ψx d x +ψy d y = 0 .

而ψ( x , y )为调和函数 ,我们有 ψy x =ψx y ,于是

dψ( x , y ) = 0 ,

所以ψ( x , y ) = k就是流线方程的积分曲线 .

流线与势线在流速不为零的点处互相正交 (根据例 2 .10) .

我们用复势来刻画流动比用复速度方便 .因为由复势求复速

度只用到求导数 ,反之则要用积分 .另一方面 ,由复势容易求流线

和势线 ,这样就可以了解流动的概况 .

例 3 .17  考查复势为 f ( z ) = az 的流动情况 .
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解  设 a > 0 ,则势函数和流函数分别为 :

φ( x , y ) = ax ,  ψ( x , y ) = ay ,

故势线是 x = C1 ;流线是 y = C2 ( C1 , C2 均为实常数 ) .这种流动

称为均匀常流 (图 3 .19) .

当 a为复数时 ,情况相仿 ,势线和流线也是直线 ,只是方向有

了改变 .这时的速度为珔a .

图 3 �.19 图 3 Y.20

  例 3 .18  设复势为 f ( z ) = z
2

,试确定其流线、势线和速度 .

解  势函数和流函数分别为

φ( x , y) = x
2

- y
2

,

ψ( x , y ) = 2 xy ,

故势线及流线是互相正交的两族等轴双曲线 (图 3 .20) .

在点 z 处的速度v ( z ) = f′( z ) = 2珔z .

第三章习题

(一 )

1  计算积分∫C
( x - y + i x

2
) d z ,积分路径 C是连接由 0 到 1 + i的直线

段 .
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答 : -
1
3

(1 - i) .

2  计算积分∫
1

- 1
| z | d z ,积分路径是 ( 1)直线段 ; (2) 上半单位圆周 ; (3 )

下半单位圆周 .

答 : (1) 1 ;   (2 ) 2 ;   (3 ) 2 .

3  利用积分估值 ,证明

( 1)∫C
( x

2
+ i y

2
)d z ≤ 2 ,其中 C是连接 - i到 i的直线段 ;

( 2)∫C
( x

2
+ i y

2
)d z ≤π ,其中 C是连接 - i到 i的右半圆周 .

4  不用计算 ,验证下列积分之值为零 ,其中 C均为单位圆周 | z | = 1 .

( 1)∫C

d z
cos z

;      4(2)∫C

d z
z

2
+ 2 z + 2

;

( 3)∫C

e z d z
z

2
+ 5 z + 6

; (4)∫C
zcos z2 d z .

5  计算 : (1 )∫
- 2 + i

- 2
( z + 2)

2
d z ;  ( 2)∫

π+ 2i

0
cos

z
2

d z .

答 : (1) -
i
3
  (2 ) 2 cosh 1 .

6  求积分

∫
2πa

0
( 2 z2 + 8 z + 1) d z

之值 ,其中积分路径是连接 0 到 2πa 的摆线 :

x = a(θ- sin θ) , y = a( 1 - cosθ) .

7  (分部积分法 )设函数 f ( z ) , g( z )在单连通区域 D内解析 ,α、β是 D

内两点 ,试证

∫
β

α
f ( z ) g′( z )d z = [ f ( z ) g( z) ]βα -∫

β

α
g( z) f′( z) d z .

8  由积分∫C

d z
z + 2
之值证明

∫
π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θ

dθ= 0 ,

其中 C取单位圆周 | z | = 1 .

9  计算 ( C : | z | = 2 )
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( 1)∫C

2 z2 - z + 1
z - 1

d z;  (2)∫C

2 z2 - z + 1
( z - 1)

2 d z .

答 : (1) 4πi;  (2) 6πi .

10  计算积分 :

∫C
j

sin
π
4

z

z
2

- 1
d z ,  ( j = 1 ,2 ,3 )

( 1) C1 : | z + 1 | =
1
2

;  ( 2) C2 : | z - 1 | =
1
2

;  (3 ) C3 : | z | = 2 .

答 : (1)
2
2
πi ;   (2 )

2
2
πi;   (3) 2πi .

11  求积分

∫C

e
z

z
d z ( C : | z | = 1 ) ,

从而证明 ∫
π

0
ecos θcos( sin θ) dθ=π .

12  设 C表圆周 x
2

+ y
2

= 3 , f ( z ) =∫C

3ζ
2

+ 7ζ+ 1
ζ- z

dζ,求 f′( 1 + i) .

提示  令 φ(ζ) = 3ζ
2

+ 7ζ+ 1 .

答 : 2π( - 6 + 13i) .

13  设 C : z = z ( t ) (α≤ t≤β)为区域 D 内的光滑曲线 , f ( z )于区域 D

内单叶解析且 f′( z )≠0① , w = f ( z )将 C 映成曲线Γ,求证 Γ亦为光滑曲

线 .

提示  光滑曲线 C的特点是 : C是若尔当曲线且 z′( t )≠0 连续于α≤ t

≤β.现要证 Γ: w = f [ z ( t ) ]亦具有类似的性质 .

14  同前题的假设 ,证明积分换元公式

∫ΓΦ( w )d w =∫C
Φ[ f ( z ) ] f′( z ) d z .

其中 Φ( w )沿 Γ连续 .

15  设函数 f ( z)在 z 平面上解析 ,且 | f ( z ) |恒大于一个正的常数 ,试

证 f ( z )必为常数 .

16  分别由下列条件求解析函数 f ( z) = u + i v .
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( 1) u = x2 + xy - y2 ,        6f ( i) = - 1 + i;

( 2) u = ex ( xcos y - ysin y) , f (0) = 0;

( 3) v =
y

x2 + y2 , f (2) = 0 .

答 : (1) f ( z) = 1 -
i
2

z
2

+
i
2

; (2 ) f ( z ) = ze
z

;

( 3) f ( z ) =
1
2

-
1
z

.

17  设函数 f ( z)在区域 D 内解析 ,试证

�2

�x
2 +
�2

�y
2 | f ( z ) |

2
= 4 | f′( z) |

2
.

18  设函数 f ( z)在区域 D 内解析 ,且 f′( z )≠0 ,试证 ln | f′( z ) |为区域

D 内的调和函数 .

19  设流体流动的水平及垂直分速为 ky、kx ( k > 0 为常数 ) ,试求复势

并画出势线及流线 .

答 :复势 f ( z ) = -
ki
2

z2 .

20  某流动的复势为 f ( z ) =
1

z2 - 1
,试分别求出沿圆周

( 1) C1 : | z - 1 | =
1
2

;     (2 ) C2 : | z + 1 | =
1
2

;

( 3) C3 : | z | = 3 ,

的流量及环量 .

答 : (1) 0 ,0 ;   (2) 0 ,0 ;   ( 3) 0 ; 0 .

(二 )

1  设函数 f ( z )在 0 < | z | < 1 内解析 ,且沿任何圆周 C : | z | = r , 0 < r

< 1 的积分值为零 .问 f ( z)是否必须在 z = 0 处解析 ? 试举例说明之 .

2  沿从 1到 - 1 的如下路径求∫C

1

z
d z .

( 1) 上半单位圆周 ; (2 ) 下半单位圆周 ,其中 z取主值支 .

3  试证

∫C

z + 1
z - 1

d z ≤ 8π,
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其中 C为圆周 | z - 1 | = 2 .

4  设 a , b为实数 , s =σ+ i t (σ> 0)时 ,试证

| ebs - eas |≤ | s | | b - a | emax{ a, b}·σ .

5  设在区域 D = z | arg z | <
π
2
内的单位圆周 | z | = 1 上任取一点

z ,用 D内曲线 C 连接 0 与 z ,试证

Re∫C

d z
1 + z2 =
π
4

.

6  试计算积分

∫C
( | z | - e z sin z )d z

之值 ,其中 C为圆周 | z | = a > 0 .

7  设 (1) f ( z)在 | z |≤1 上连续 ; (2 ) 对任意的 r (0 < r < 1 ) ,

∫| z | = r
f ( z ) d z = 0 ,

试证 ∫| z | = 1
f ( z )d z = 0 .

8  设(1) 函数 f ( z )当 | z - z0 | > r0 > 0 时是连续的 ; (2) M( r)表 | f ( z) |

在 Kr : | z - z0 | = r > r0上的最大值 ; (3 ) lim
r→ + ∞

r M( r) = 0 .试证

lim
r→ +∞∫K

r

f ( z )d z = 0 .

提示  应用积分估值定理 .

9  证明 :

( 1) 若函数 f ( z )在点 z = a的邻域内连续 ,则

lim
r→0∫| z - a | = r

f ( z)
z - a

d z = 2πi f ( a) ;

( 2) 若函数 f ( z )在原点 z = 0 的邻域内连续 ,则

lim
r→0∫

2π

0
f ( re

iθ
) dθ= 2πf (0 ) .

10  设函数 f ( z)在 | z | < 1 内解析 ,在闭圆 | z |≤1上连续 ,且 f ( 0) = 1 ,

求积分

1
2πi∫| z | = 1

2± z +
1
z

f ( z)
d z
z

之值 .
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答 : 2± f′(0 ) .

11  若函数 f ( z )在区域 D 内解析 , C为 D 内以 a , b为端点的直线段 .

试证 :存在数λ, |λ|≤1 ,与ξ∈ C使得

f ( b) - f ( a) =λ( b - a) f′(ξ) .

12  如果在| z | < 1内函数 f ( z)解析 ,且

| f ( z ) |≤
1

1 - | z |
.

试证 :

| f ( n ) (0 ) |≤ ( n + 1) ! 1 +
1
n

n

< e( n + 1 ) !,

( n = 1 ,2 ,⋯) .

提示  可取积分路径为圆周 C : | z | =
n

n + 1
,然后应用柯西高阶导数公

式 .

13  设在| z |≤1上函数 f ( z)解析 ,且 | f ( z ) |≤1 ,

试证 : | f′( 0) |≤1 .

注  很清楚 ,由 f ( z ) = z 知 ,这是可能的最好界 .

14  设 f ( z)为非常数的整函数 ,又设 R , M 为任意正数 .试证 :满足 | z |

> R 且 | f ( z ) | > M 的 z 必存在 .

提示  用反证法 ,并应用刘维尔定理 .

15  已知 u + v = ( x - y ) ( x2 + 4 xy + y2 ) - 2 ( x + y ) ,试确定解析函数

f ( z ) = u + i v .

答 : f ( z ) = z3 - 2 z + k  ( k为任意常数 ) .

16  设( 1) 区域 D 是有界区域 ,其边界是周线或复周线 C ; ( 2 ) 函数

f1 ( z )及 f2 ( z)在 D内解析 ,在闭域  D = D + C 上连续 ; (3 ) 沿 C , f1 ( z ) =

f2 ( z ) ,试证 :在整个闭域  D 上 , f1 ( z )≡ f2 ( z ) .
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第四章  解析函数的

幂级数表示法

  级数也是研究解析函数的一个重要工具 .把解析函数表为级

数不仅有理论上的意义 ,而且也有实用的意义 .例如 ,利用级数可

以计算函数的近似值 ;在许多带有应用性质的问题中 (如解微分方

程等 )也常常用到级数 .

本章将讨论把解析函数表示为幂级数的问题 ,对于某些和数

学分析中平行的结论 ,往往只叙述而不加证明 .

§1 .复级数的基本性质

1 .复数项级数

定义 4 .1  对于复数项的无穷级数

∑
∞

n = 1

αn =α1 +α2 +⋯ +αn +⋯ , ( 4 .1)

命 sn =α1 +α2 +⋯ +αn ( � ��部分和 ) .若复数列 sn ( n = 1 , 2 ,⋯ )以有

限复数 s 为极限 ,即若

lim
n→∞

sn = s,

则称复数项无穷级数 (4 .1 )收敛于 s,且称 s 为级数 ( 4 .1 )的和 ,写

成



s = ∑
∞

n = 1

αn ;

若复数列 sn ( n = 1 , 2 ,⋯ )无有限极限 ,则称级数 (4 .1 )为发散 .

定理 4 .1  设 αn = an + i bn ( n = 1 , 2 ,⋯ ) , an 及 bn 为实数 ,则

复级数 (4 .1 )收敛于 s = a + i b( a , b 为实数 )的充要条件为 :实级

数∑
∞

n = 1

an 及∑
∞

n = 1

bn 分别收敛于 a及 b .

证  设 sn = ∑
n

k = 1

αk , An = ∑
n

k = 1

ak , Bn = ∑
n

k = 1

bk ,

则 sn = An + i Bn   ( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,

由第一章习题 (一 ) 17

lim
n→∞

sn = a + i b

的充要条件为 :

lim
n→∞

An = a及 lim
n→∞

Bn = b .

例 4 .1  考察级数∑
∞

n = 1

1
n

+
i

2
n 的敛散性 .

解  因∑
∞

n = 1

1
n
发散 , 故虽∑

∞

n = 1

1
2

n 收敛 ,我们仍断定原级数发

散 .

由柯西收敛准则 (第一章习题 (一 )18)立得

定理 4 .2  复级数 (4 .1 )收敛的充要条件为 :对任给ε> 0 ,存

在正整数 N (ε) ,当 n > N 且 p 为任何正整数时

|αn + 1 +αn + 2 +⋯ +αn + p | <ε .

特别 ,取 p = 1 ,则必 |αn + 1 | <ε,即收敛级数的通项必趋于零 :

lim
n→∞
αn = 0 .

显然 ,收敛级数的各项必是有界的 .

若级数 (4 .1 )中略去有限个项 ,则所得级数与原级数同为收敛或同

为发散 .
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定理 4 .3  复级数 (4 .1)收敛的一个充分条件为级数∑
∞

n = 1

|αn |

收敛 .  

证  由于

|αn + 1 +αn + 2 +⋯ +αn + p |≤ |αn + 1 | + |αn + 2 | +⋯ |αn + p | ,

若∑
∞

n = 1

|αn |收敛 ,则由定理 4 .2 ,必∑
∞

n = 1

αn 收敛 .

定义 4 .2  若级数∑
∞

n = 1

|αn |收敛 ,则原级数∑
∞

n = 1

αn 称为绝对

收敛 ;非绝对收敛的收敛级数 ,称为条件收敛 .

级数∑
∞

n = 1

|αn |的各项既为非负实数 ,故它是否收敛 ,可依正项

级数的理论判定之 .

和实级数一样 ,我们有

定理 4 .4  ( 1) 一个绝对收敛的复级数的各项可以任意重排

次序 ,而不致改变其绝对收敛性 , 亦不致改变其和 .( 2 ) 两个绝对

收敛的复级数 !

s =α1 +α2 +⋯ +αn +⋯ ,

s′=α′1 +α′2 +⋯ +α′n +⋯ ,

可按下述对角线方法

α′1 �α′2 sα′3 Y⋯

α1 R

α2 R

α3 R

…

α1 2α′1 α1 �α′2 α1 �α′3 ⋯   

α2 2α′1 α2 �α′2 α2 �α′3 ⋯   

α3 2α′1 α3 �α′2 α3 �α′3 ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

得出乘积 (柯西积 )级数

α1α′1 �+ (α1α′2 +α2α′1 ) +⋯ +
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+ (α1α′n +α2α′n - 1 +⋯ +αnα′1 ) +⋯

= ∑
∞

n = 1
∑

n

k = 1

αkα′( n + 1 ) - k

也绝对收敛于 ss′.

2 .一致收敛的复函数项级数

定义 4 .3  设复变函数项级数

f1 ( z ) + f2 ( z) +⋯ + f n ( z ) +⋯ ( 4 .2)

的各项均在点集 E上有定义 ,且在 E 上存在一个函数 f ( z ) , � 簱对于

� �5E上的每一点 z , 级数 ( 4 .2 )均收敛于 f ( z ) , 则称 f ( z )为级数

(4 .2 )的和函数 ,记为

f ( z ) = ∑
∞

n = 1

f n ( z ) . � 涧

用ε- N 的说法来描述这件事就是 :

任给ε> 0 ,以及给定的 z∈ E ,存在正整数 N = N (ε, z ) ,使

当 n > N 时 ,有

| f ( z) - sn ( z) | <ε,

式中 sn ( z ) = ∑
n

k = 1

fk ( z) .

上述的正整数 N = N (ε, z ) ,一般地说 ,不仅依赖于ε,而且依

赖于 z∈ E .重要的一种情形是 N = N (ε)不依赖于 z∈ E ,这就

是 :

定义 4 .4  对于级数 ( 4 .2 ) , 如果在点集 E 上有一个函数

f ( z ) ,使对任意给定的ε> 0 , 存在正整数 N = N (ε) , 当 n > N

时 ,对一切的 z∈ E 均有

| f ( z) - sn ( z) | <ε,

则称级数 (4 .2 )在 E 上一致收敛于 f ( z ) .

注  (1 ) 根据定义 4 .4 ,证明级数 ( 4 .2)在点集 E 上一致收敛

于 f ( z )的关键 , 是找不依赖于 z 的正整数 N , 使当 n > N 时 ,

| f ( z ) - sn ( z ) | <ε成立 .因此 ,一般是先如下加强不等式 | f ( z )
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- sn ( z ) |≤ Pn ( z ) ≤
( 摆脱 z )

Qn ,并对 "ε> 0 ,由 Qn <ε找 N .

(2 ) 证明不一致收敛的方法 ,是利用定义 4 .4 的否定形式 .即

把定义 4 .4 逐句以否定语句代替 ,而成

定义 4 .4′ ∑
∞

n = 1

fn ( z)在点集 E 上不一致收敛于 f ( z )�v

某个 ε0 > 0 , 对任何整数 N > 0 , v 整数 n0 > N 时 , 总有某个

z0∈ E ,使 | f ( z0 ) - sn
0

( z0 ) |≥ε0 .

定理 4 .5 (柯西一致收敛准则 )  级数 ( 4 .2)在点集 E 上一致

收敛于某函数的充要条件是 :任给ε> 0 ,存在正整数 N = N (ε) ,

使当 n > N 时 ,对一切 z∈ E ,均有

| fn + 1 ( z) +⋯ + f n + p ( z ) | <ε ( p = 1 , 2 ,⋯ ) .

定理 4 .5′ ∑
∞

n = 1

fn ( z)在点集 E 上不一致收敛�v 某个ε0

> 0 ,对任何正整数 N , v 整数 n0 ,使当 n0 > N ,总有某个 z0 ∈ E

及某个正整数 p0 ,有

| f n
0

+ 1 ( z0 ) + f n
0

+ 2 ( z0 ) +⋯ + fn
0

+ p
0

( z0 ) |≥ε0 .

由这个准则 ,可得出一致收敛的一个充分条件 ,即优级数准则 :

如果有正数列 Mn ( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,使对一切 z∈ E,有

| f n ( z ) |≤ Mn ( n = 1 ,2 ,⋯ ) ,

而且正项级数∑
∞

n = 1

Mn 收敛 , 则复函数项级数∑
∞

n = 1

fn ( z )在集 E

上绝对收敛且一致收敛 :

这样的正项级数∑
∞

n = 1

Mn 称为复函数项级数∑
∞

n = 1

f n ( z )的优

级数 .

注  优级数准则是一个被广泛应用的方法 .因为它把判别复

函数项级数的一致收敛性转化为判别正项级数的收敛性 ,而实现

后者较容易 ;另外 ,优级数准则同时还可以判定绝对收敛性 .
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例 4 .2  级数

1 + z + z
2

+⋯ + z
n

+⋯

在闭圆 | z |≤ r ( r < 1 )上一致收敛 .

事实上 ,所述级数有收敛的优级数∑
∞

n = 0

r
n

.

下述两个定理也和数学分析中相应的定理平行 .

定理 4 .6  设级数∑
∞

n = 1

fn ( z )的各项在点集 E 上连续 ,并且

一致收敛于 f ( z ) ,则和函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 1

f n ( z )

也在 E上连续 .

定理 4 .7  设级数∑
∞

n = 1

fn ( z )的各项在曲线 C 上连续 ,并且

在 C上一致收敛于 f ( z ) ,则沿 C可以逐项积分 :

∫C
f ( z ) d z = ∑

∞

n = 1
∫C

fn ( z ) d z

定义 4 .5  设函数 f n ( z ) ( n = 1 , 2 ,⋯ )定义于区域 D 内 ,若

级数 (4 .2 )在 D内任一有界闭集上一致收敛 ,则称此级数在 D 内

内闭一致收敛 .

定理 4 .8  级数 ( 4 .2)在圆 K : | z - a | < R 内闭一致收敛的

充要条件为 :对任意正数ρ,只要ρ< R ,级数 ( 4 .2 )在闭圆 珡Kρ : | z

- a |≤ρ上一致收敛 .

证  必要性  因为珡Kρ 就是 K 内的有界闭集 .

充分性  因为圆 K 内的任意闭集 F, 总可以包含在 K 内的

某个闭圆 Kρ 上 .

显然 ,在区域 D内一致收敛的级数必在 D内内闭一致收敛 ,

但其逆不真 .例如 ,我们考察几何级数

1 + z + z
2

+⋯ + z
n

+⋯ ,

251 第四章  解析函数的幂级数表示法



当 | z | < 1 时 ,此级数收敛但不一致收敛 .可是 ,由例 4 .2 知它在单

位圆 | z | < 1 内是内闭一致收敛的 .

3 .解析函数项级数  在数学分析中 ,函数项级数能逐项求导

的条件是苛刻的 ,然而解析函数项级数求导的条件却比较宽些 ,这

就是下面的魏尔斯特拉斯定理 .

定理 4 .9  设 ( 1 ) 函数 fn ( z ) ( n = 1 , 2 , ⋯ )在区域 D 内解

析 , ( 2)∑
∞

n = 1

f n ( z )在 D内内闭一致收敛于函数 f ( z ) :

f ( z ) = ∑
∞

n = 1

f n ( z ) ,

则  (1 ) 函数 f ( z)在区域 D内解析 .

  (2 ) f
( p )

( z ) = ∑
∞

n = 1

f
( p )
n ( z )  ( z∈ D , p = 1 , 2 ,⋯ ) .

证  (1 ) 设 z0 为 D内任一点 ,则必有ρ> 0 ,使闭圆 珡K : | z -

z0 |≤ρ全含于 D内 .若 C 为圆 K : | z - z0 | <ρ内任一周线 ,则由

柯西积分定理得

∫C
f n ( z ) d z = 0 , n = 1 ,2 ,⋯ ,

再由假设知级数∑
∞

n = 1

f n ( z )在 珡K 上一致收敛 ,且 fn ( z)是连续的 ,

所以由定理 4 .6 知 f ( z )在 珡K 上连续 ,由定理 4 .7 得

∫C
f ( z ) d z = ∑

∞

n = 1
∫C

fn ( z ) d z = 0 ,

于是 ,由摩勒拉定理知 f ( z )在 K 内解析 ,即 f ( z )在点 z0 解析 ,

由于 z0 的任意性 ,故 f ( z )在区域 D内解析 .

(2 ) 设 z0 为 D内任一点 ,则必有ρ> 0 ,使闭圆 珡K : | z - z0 |

≤ρ全含于 D内 ,珡K 的边界是圆周Γ: | z - z0 | =ρ .故由定理 3 .12

有
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f
( p )

( z0 ) =
p !

2πi
∫Γ

f (ζ)
(ζ- z0 )

p + 1 dζ

f
( p )
n ( z0 ) =

p !
2πi∫Γ

fn (ζ)

(ζ- z0 )
p + 1 dζ .

  ( p = 1 , 2 ,⋯ ) ,

在Γ上由条件 ( 2)知级数

f (ζ)
(ζ- z0 )

p + 1 = ∑
∞

n = 1

f n (ζ)

(ζ - z0 )
p + 1

是一致收敛的 .于是由定理 4 .7 得到

∫Γ
f (ζ)

(ζ - z0 )
p + 1 dζ= ∑

∞

n = 1
∫Γ

fn (ζ)
(ζ- z0 )

p + 1 dζ,

两端同乘以
p !
2πi
就得到所要证明的

f
( p )

( z0 ) = ∑
∞

n = 1

f
( p )

n ( z0 )   ( p = 1 , 2 ,⋯ ) .

注  (1 ) 这个定理的证明 ,关键是用了柯西高阶导数公式 ,它

使我们可以根据原来函数项级数的内闭一致收敛性 ,对级数进行

逐项求积分 ,从而推出逐项求任意阶导数的性质 .这是上一章柯西

高阶导数公式的应用的一个范例 .

(2 ) 这个定理还有第三条结论 :

∑
∞

n = 1

f
( p )

n ( z )在 D内内闭一致收敛于 f
( p )

( z )

( p = 1 , 2 ,⋯ .证明从略 ) .

§2 .幂  级  数

1 .幂级数的敛散性  具有

∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

= c0 + c1 ( z - a) + c2 ( z - a )
2

+⋯ ( 4 .3)

形式的复函数项级数称为幂级数 ,其中 c0 , c1 , c2 ,⋯和 a 都是复

常数 .如果作变换ζ= z - a, 则以上幂级数还可以写成如下形式
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(把ζ仍改写为 z )

∑
∞

n = 0

cn z
n

= c0 + c1 z + c2 z
2

+⋯ .

幂级数是最简单的解析函数项级数 .其收敛范围很规范 ,是个

圆 ,因而在理论和应用上都很重要 .为了搞清它的敛散性 ,先建立

下述定理 ,通常称为阿贝尔 ( Abel)定理 .

定理 4 .10  如果幂级数 ( 4 .3 )在某点 z1 (≠ a )收敛 ,则它必

在圆 K : | z - a | < | z1 - a | (即以 a 为心 ,圆周通过 z1 的圆 )内绝

对收敛且内闭一致收敛 .

证  设 z 是所述圆 K 内的任意定点 .因为∑
∞

n = 0

cn ( z1 - a )
n

收敛 ,它的各项必然有界 ,即有正数 M ,使

| cn ( z1 - a)
n

|≤ M  ( n = 0 ,1 ,2 ,⋯ ) ,

这样一来 ,即有

| cn ( z - a)
n

| = cn ( z1 - a)
n z - a

z1 - a

n

≤ M
z - a

z1 - a

n

,

注意到 | z - a | < | z1 - a | ,故级数

∑
∞

n = 0

M
z - a

z1 - a

n

为收敛的等比级数 .因而∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
在圆 K 内绝对收敛 .

其次 ,对 K 内任一闭圆珡Kρ : | z - a |≤ρ( 0 <ρ< | z1 - a | )上

的一切点来说 ,有

| cn ( z - a)
n

|≤ M
z - a

z1 - a

n

≤ M
ρ

| z1 - a |

n

,

故∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
在珡Kρ 上有收敛的优级数

∑
∞

n = 0

M
ρ

| z1 - a |

n

,

因而它在珡Kρ 上绝对且一致收敛 .再由定理 4 .8 ,此级数必在圆 K
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内绝对且内闭一致收敛 .

推论4 .11  若幂级数 ( 4 .3)在某点 z2 (≠ a)发散 ,则它在以 a

为心并通过 z2 的圆周外部发散 .

证  用反证法 ,证明留给读者 .

对于一个形如 (4 .3 )的幂级数 , z = a 这一点总是收敛的 . z≠

a时 ,可能有下述三种情况

第一种  任意的 z≠ a ,级数∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
均发散 .

例 4 .3  级数

1 + z + 2
2

z
2

+⋯ + n
n

z
n

+⋯ ,

当 z≠0 时 ,通项不趋于零 ,故发散 .

第二种  任意的 z ,级数∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
均收敛 .

例 4 .4  级数

1 + z +
z

2

2
2 +⋯ +

z
n

n
n +⋯ ,

对任意固定的 z , 从某个 n 开始 ,以后总有
| z |

n
<

1
2

,于是从此以

后 ,有
z

n

n
n <

1
2

n

,故所述级数对任意的 z 均收敛 .

第三种  存在一点 z1≠ a ,使∑
∞

n = 0

cn ( z1 - a )
n
收敛 (此时 ,根

据定理 4 .10 的第一部分知 ,它必在圆周 | z - a | = | z1 - a |内部绝

对收敛 ) , 另外又存在一点 z2 , 使 ∑
∞

n = 0

cn ( z2 - a )
n
发散 .(肯定

| z2 - a |≥ | z1 - a | ;根据推论 4 .11 知 ,它必在圆周 | z - a | = | z2

- a |外部发散 .)

在这种情况下 , 可以证明 , 存在一个有限正数 R , 使得

∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
在圆周 | z - a | = R 内部绝对收敛 ,在圆周 | z - a |
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= R的外部发散 . R称为此幂级数的收敛半径 ;圆 | z - a | < R 和圆

周 | z - a | = R分别称为它的收敛圆和收敛圆周 .在第一种情形 ,约

定 R = 0;在第二种情形 ,约定 R = +∞ ,并也称它们为收敛半径 .

一个幂级数在其收敛圆周上的敛散性有如下三种可能 : ( 1 )

处处发散 ; ( 2) 既有收敛点 ,又有发散点 ; (3 ) 处处收敛 .

2 .收敛半径 R的求法、柯西 - 阿达马 ( Hadamard)公式 .

定理 4 .12  如果幂级数∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
的系数 cn 合于 �

 lim
n→∞

cn + 1

cn
= l , (达朗贝尔 (D′Alembert ) )

或  lim
n→∞

n

| cn | = l , (柯西 )

或  lim
n→∞

n

| cn | = l , (柯西 - 阿达马 )

则幂级数∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
的收敛半径①

R =

1
l

, l≠0 , l≠ +∞ ;

0 , l = +∞ ;

+∞ , l = 0 .

( 4 .4)

例 4 .5  试求下列各幂级数的收敛半径 R .

(1 )  ∑
∞

n = 1

z
n

n
2 .

解  R = lim
n→∞

cn

cn + 1
= lim

n→∞

n + 1
n

2

= 1 .

(2 )  ∑
∞

n = 0

z
n

n !
.

解  因  l = lim
n→∞

cn + 1

cn
= lim

n→∞

1
( n + 1 ) !

1
n !

= 0 ,
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故    R = +∞ .

(3 )  ∑
∞

n = 0

n ! z
n

.

解  因  l = lim
n→∞

cn + 1

cn

= lim
n→∞

( n + 1 ) !
n !

= +∞ ,

故

R = 0 .

(4 )  1 + z
2

+ z
4

+ z
9

+⋯ .

解  因当 n 是平方数时 cn = 1 ,其他情形 cn = 0 .因此 ,相应有
n

| cn | = 1 或 0 ,于是数列{
n

| cn | }的聚点是 0 和 1 ,从而 l = 1 , R

= 1 .

(5 )  ∑
∞

n = 0

n ! z
n

解  因   �Cn = n !, lim
n→∞

n

| cn | =∞ ,

  ∴ R = 0 .

3 .幂级数和的解析性

定理 4 .13  (1 ) 幂级数

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

( 4 .5)

的和函数 f ( z )在其收敛圆 K : | z - a | < R ( 0 < R≤ + ∞ )内解

析 .

(2 ) 在 K 内 ,幂级数 ( 4 .5)可以逐项求导至任意阶 ,即

f
( p )

( z) �= p ! cp + ( p + 1 ) p⋯2 cp + 1 ( z - a) +⋯

 + n ( n - 1 )⋯ ( n - p + 1 ) cn ( z - a)
n - p

+⋯ .

( p = 1 ,2 ,⋯ ) ( 4 .6)

还有 , ( 4 .6)与 (4 .5 )的收敛半径 R 相同 (本章习题 (一 )3 ) .

(3 )  cp =
f

( p )
( a)

p !
( p = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) . ( 4 .7)

证  由阿贝尔定理 (定理 4 .10) ,幂级数
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∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

在其收敛圆 K : | z - a | < R ( 0 < R≤ + ∞ )内内闭一致收敛于

f ( z ) ,而其各项 cn ( z - a)
n

( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ )又都在 z 平面上解析 .

故由魏尔斯特拉斯定理 (定理 4 .9 ) , 本定理的 ( 1 )、( 2 )部分得证 .

逐项求 p 阶导数 ( p = 1 ,2 ,⋯ )后 ,即得 ( 4 .6) .

在 (4 .6 )中令 z = a ,得

cp =
f

( p )
( a )

p !
  ( p = 1 , 2 ,⋯ ) ,

注意到 c0 = f ( a ) = f
( 0 )

( a) ,即得 ( 4 .7) .

注  (1 ) 本定理还有一条结论 :级数 ( 4 .5 )可沿 K 内曲线 C

逐项积分 ,且其收敛半径与原级数 ( 4 .5)的收敛半径 R 相同 (本章

习题 (一 ) 3) .

(2 ) 所有的幂级数 ( 4 .5)至少在中心 a是收敛的 ,但收敛半径

等于零的幂级数没有什么有益的性质 ,是平凡情形 .

§3 .解析函数的泰勒 ( Taylor)展式

这一节主要研究在圆内解析的函数展开成幂级数的问题 .

1 .泰勒定理  由定理 4 .13 ( 1 )我们看到 ,任意一个具有非零

收敛半径的幂级数在其收敛圆内收敛于一个解析函数 ,这个性质

是很重要的 .但在解析函数的研究上 ,幂级数之所以重要 ,还在于

这个性质的逆命题也是成立的 ,即有

定理 4 .14  (泰勒定理 ) 设 f ( z )在区域 D内解析 , a∈ D ,只

要圆 K : | z - a | < R 含于 D ,则 f ( z )在 K 内能展成幂级数

f ( z) = ∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

, ( 4 .8)

其中系数   cn =
1

2πi
|∫Γ

ρ

f (ζ)
(ζ- a )

n + 1 dζ=
f

( n )
( a)

n !
. ( 4 .9)

      (积分形式 )         (微分形式 )
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(Γρ : |ζ - a | =ρ, 0 <ρ< R ; n = 0 , 1 , 2 ,⋯ )

且展式是惟一的 .

证  证明的关键是利用柯西积分公式及如下熟知的公式

1
1 - u

= ∑
∞

n = 0

u
n
  ( | u | < 1) . (4 .10)

设 z 为 K 内任意取定的点 ,总有一个圆周 Γρ : |ζ - a | =ρ(0

<ρ< R ) ,使点 z 含在Γρ 的内部 (图 4 .1 中虚线表 Γρ ) .由柯西积

分公式得

图 4 .1

f ( z ) =
1

2πi∫Γ
ρ

f (ζ)
ζ- z

dζ .

我们设法将被积式
f (ζ)
ζ - z
表为含有 z - a 的正幂次的级数 .为

此写

f (ζ)
ζ- z

=
f (ζ)

ζ- a - ( z - a )
=

f (ζ)
ζ- a
·

1

1 -
z - a
ζ- a

, (4 .11)

当ζ∈Γρ 时 ,由于

z - a
ζ - a

=
| z - a |
ρ

< 1 ,
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应用公式 (4 .10) ,我们有

1

1 -
z - a
ζ - a

= ∑
∞

n = 0

z - a
ζ - a

n

,

等号右端的级数在Γρ 上 (关于ζ)是一致收敛的 .以 Γρ 上的有界

函数
f (ζ)
ζ - a
相乘 ,仍然得到Γρ 上的一致收敛级数 .于是 (4 .11)表示

为Γρ 上一致收敛级数

f (ζ)
ζ- z

= ∑
∞

n = 0

( z - a )
n
·

f (ζ)
(ζ- a )

n + 1 ,

将上式沿Γρ 积分 ,并以
1

2πi
乘所得结果 .根据逐项积分定理 ,即得 +

 f ( z) =
1

2πi∫Γ
ρ

f (ζ)
ζ- z

dζ

= ∑
∞

n = 0

( z - a)
n
·

1
2πi∫Γ

ρ

f (ζ)
(ζ - a)

n + 1 dζ,

由定理 3 .13 知

1
2πi∫Γ

ρ

f (ζ)
(ζ- a)

n + 1 dζ=
f

( n )
( a)

n !
,

最后得出

f ( z) = ∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

.

其中的系数 cn 由公式 ( 4 .9 )给出 .上面的证明对任意 z∈ K 均成

立 ,故定理的前半部分得证 .

下面证明展式是惟一的 .

设另有展式

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

c′n ( z - a )
n

( z∈ K : | z - a | < R) .

由定理 4 .13 (3 ) ,即知

c′n =
f

( n )
( a)

n !
= cn   ( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ,
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故展式是惟一的 .

显然幂级数 (4 .8 )的收敛半径大于或等于 R .

定义 4 .6  ( 4 .8)称为 f ( z )在点 a的泰勒展式 , ( 4 .9 )称为其

泰勒系数 ,而 ( 4 .8)等号右边的级数 ,则称为泰勒级数 .

综合定理 4 .13 (1 )和定理 4 .14 可得出刻画解析函数的第四

个等价定理 :

定理 4 .15  函数 f ( z )在区域 D 内解析的充要条件为 : f ( z )

在 D内任一点 a的邻域内可展成 z - a 的幂级数 ,即泰勒级数 .

由第三章的柯西不等式知 ,若 f ( z)在 | z - a | < R 内解析 ,则

其泰勒系数 cn 满足柯西不等式

| cn |≤
max

| z - a | = ρ
| f ( z ) |

ρ
n ( 0 <ρ< R , n = 0 ,1 ,2 ,⋯ ) .

2 .幂级数的和函数在其收敛圆周上的状况

泰勒展式 (4 .8 )仅限于 z 在Γρ (图 4 .1 )的内部时方能成立 ,而

Γρ 又只需在 f ( z)的解析区域 D内就行 ,其大小并无限制 .故展式

(4 .8 )在以 a 为心 ,通过与 a 最接近的 f ( z )之奇点的圆周内部皆

成立 .事实上 ,我们有

定理 4 .16  如果幂级数∑
∞

n = 0

cn ( z - a )
n
的收敛半径 R > 0 ,

且

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

cn ( z - a )
n
 ( z∈ K : | z - a | < R) ,

则 f ( z )在收敛圆周 C : | z - a | = R 上至少有一奇点 ,即不可能有

这样的函数 F( z)存在 ,它在 | z - a | < R 内与 f ( z )恒等 ,而在 C

上处处解析 .

证  假若这样的 F ( z )存在 ,这时 C 上的每一点就都是某圆

O的中心 ,而在圆 O内 F ( z )是解析的 .根据有限覆盖定理 ,我们

就可以在这些圆 O 中选取有限个圆将 C覆盖了 .这有限个圆构成
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一个区域 G ,用ρ> 0 表 C 到 G的边界的距离 (参看第三章定理

3 .3 注 ) .于是 , F( z)在较圆 K 大的同心圆 K′: | z - a | < R +ρ内

是解析的 .于是 F ( z )在 K′中可展开为泰勒级数 .但因在 | z - a |

< R 中 F ( z )≡ f ( z ) ,故在 z = a 处它们以及各阶导数有相同的

值 ,因此级数∑
∞

n = 0

cn ( z - a )
n
也是 F( z )的泰勒级数 ,而它的收敛

半径不会小于 R +ρ,这与假设矛盾 .

现在 ,我们立即可得一 � 簛确定收敛半径 R 的方法 :

设 f ( z )在点 a解析 , b是 f ( z )的奇点中距 a 最近的一个奇

点 ,则 | b - a | = R 即为 f ( z )在点 a 的邻域内的幂级数展式

∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
的收敛半径 .

注  (1 ) 纵使幂级数在其收敛圆周上处处收敛 , 其和函数在

收敛圆周上仍然至少有一个奇点 .

例如 ,

f ( z ) =
z

1
2 +

z
2

2
2 +

z
3

3
2 +⋯ +

z
n

n
2 +⋯ ,

由例 4 .5( 1)知其收敛半径 R = 1 > 0 ,而在圆周 | z | = 1 上级数

∑
∞

n = 1

z
n

n
2 = ∑

∞

n = 1

1
n

2

是收敛的 ,所以原级数∑
∞

n = 1

z
n

n
2 在收敛圆周 | z | = 1 上是处处绝对收

敛的 ;从而∑
∞

n = 1

z
n

n
2 在闭圆 | z |≤1 上绝对且一致收敛 .但

f′( z ) = 1 +
z
2

+
z

2

3
+⋯ +

z
n - 1

n
+⋯  ( | z | < 1 ) ,

当 z 沿实轴从单位圆内趋于 1 时 , f′( z )趋于 +∞ ,所以 z = 1 是

f ( z )的一个奇点 .

(2 ) 这个定理 ,一方面建立了幂级数的收敛半径与此幂级数
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所代表的函数的性质之间的密切关系 ;同时 ,还表明幂级数的理论

只有在复数域内才弄得完全明白 .

例如 ,在实数域内便不了解 :为什么仅当 | x | < 1 时有展式

1
1 + x

2 = 1 - x
2

+ x
4

- x
6

+⋯ ,

而函数
1

1 + x
2 对于独立变数 x 的所有的值都是确定的 ,且在全实

轴上有任意阶导数 .这个现象从复变数的观点来看 ,就完全可以解

释清楚 .实际上 ,函数
1

1 + z
2 在 z 平面上有两个奇点 ,即 z =±i .故

我们所考虑的级数的收敛半径等于 1 .

思考题  (1 ) 读者可以将实变函数中无穷多阶可微函数展开

为泰勒级数和复变函数中解析函数展开为泰勒级数 ,两者的条件

作一比较 .

(2 ) 试列举在区域 D内解析的函数的种种等价刻画 (包括定

义 2 .2) .

幂级数在它的收敛圆内绝对收敛 .因此两个幂级数在收敛半

径较小的那个圆域 (两圆心相同 )内 ,不但可作加法、减法 ,还可作

乘法 .至于除法 ,我们将通过乘法及待定系数法来解决 .

3 .一些初等函数的泰勒展式  一些初等函数的泰勒展开方

法 ,一般不采取计算泰勒系数 ( 4 .9)的直接法 ;而是 ,常采取借用一

些已知展开式来计算要求展式的间接法 .下面给出几个初等函数

的泰勒展式 ,它们的形式与数学分析中大家熟知的形式是一致的 .

例4 .6  函数 f ( z ) = e
z
在 z 平面上解析 ,它在 z = 0 处的泰

勒系数为

cn =
f

( n )
( 0)

n !
=

1
n !
 ( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) ,

于是有

e
z

= 1 + z +
z

2

2 !
+⋯ +

z
n

n !
+⋯  ( | z | < +∞ ) .
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例 4 .7  我们利用 e
z
的上述展式求得

cos z =
e

i z
+ e

- i z

2
=

1
2∑
∞

n = 0

( i z )
n

n !
+

1
2∑
∞

n = 0

( - i z )
n

n !
.

注意到两个级数的奇次方项互相抵消 ,故得

cos z = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

z
2 n

(2 n ) !
 ( | z | < +∞ ) ;

同理又可得

sin z = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

z
2 n + 1

( 2 n + 1 ) !
 ( | z | < +∞ ) .

根据泰勒展式的惟一性 ,上两个展式分别是 cos z 及 sin z 在 z 平

面上的泰勒展式 .

例 4 .8  多值函数 Ln( 1 + z )以 z = - 1 ,∞为支点 ,将 z 平面

沿负实轴从 - 1 到∞割破 , 在这样得到的区域 G (特别在单位圆

| z | < 1)内 , Ln( 1 + z )可以分出无穷多个单值解析分支 .先取主值

支 f0 ( z ) = ( ln(1 + z ) )0 在单位圆内展成 z 的幂级数 .为此先计算

其泰勒系数 .由于

f′0 ( z ) =
1

1 + z
,⋯ , f

( n )
0 ( z ) = ( - 1 )

n - 1 ( n - 1 ) !
(1 + z )

n ,

所以其泰勒系数为

cn =
f

( n )

0 (0 )
n !

=
( - 1)

n - 1

n
 ( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,

因为 f0 ( z ) = ( ln ( 1 + z ) )0 是主值 , 即在 1 + z 取正实数时 ,

( ln( 1 + z ) )0 取实数 ,于是有 f0 (0 ) = 0 .最后得出

( ln( 1 + z ) )0 = z -
z

2

2
+

z
3

3
- ⋯ + ( - 1 )

n - 1 z
n

n
+⋯ , (4 .12)

( | z | < 1)

所以 Ln(1 + z )的各支的展式应该是

( ln (1 + z ) ) k = 2 kπi + z -
z

2

2
+

z
3

3
+⋯ + ( - 1)

n - 1 z
n

n
+⋯ .

( | z | < 1 ; k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )
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例 4 .9  按一般幂函数的定义

( 1 + z )
α

= e
αLn ( 1 + z )
 (α为复数 ) ,

它的支点也是 - 1 ,∞ ,故 (1 + z )
α
在 | z | < 1 内也能分出单值解析

分支 .取其主值支

g( z ) = ( 1 + z )
α

= e
α[ ln ( 1 + z ) ]

0

在 z = 0 处展开 .我们先算泰勒系数 ,为此令

g( z ) = e
αf

0
( z )
 ( f0 ( z )就是上例中的 [ ln( 1 + z ) ] 0 ) ,

按复合函数求导法则得

g′( z ) = e
αf

0
( z)
·αf′0 ( z ) ,

为了方便继续求导 ,注意到

f′0 ( z ) =
1

1 + z
=

1

e
[ ln ( 1 + z) ]

0
=

1

e
f
0

( z )
,

所以 g′( z ) =αe
(α- 1 ) f

0
( z )

,

继续求导 ,每次应用 f′0 ( z ) =
1

e
f
0

( z ) ,即得

g
( n )

( z ) =α(α- 1 )⋯ (α- n + 1 )e
(α - n ) f

0
( z )

,

我们得出泰勒系数为

g(0 ) = 1 ,
g

( n )
( 0)

n !
=
α(α - 1 )⋯ (α - n + 1 )

n !
,

( n = 1 ,2 ,⋯ )

于是得出 (1 + z )
α
的主值支的展式为

(1 + z )
α

= X1 +αz +
α(α- 1)

2 !
z

2
+⋯

+
α(α - 1)⋯ (α - n + 1)

n !
z

n
+⋯ . (4 .13)

( | z | < 1)

利用一些基本的展式 ,又可导出其它一些函数的展式 .

例 4 .10  将 e
z

1 - z
在 z = 0 展开成幂级数 .

解  因
e

z

1 - z
在 | z | < 1 内解析 ,故展开后的幂级数在 | z | < 1
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内收敛 .已经知道 : �

e
z

= 1 + z +
z

2

2 !
+

z
3

3 !
+⋯  ( | z | < +∞ ) ,

1
1 - z

= 1 + z + z
2

+ z
3

+⋯  ( | z | < 1 ) ,

在 | z | < 1 时将两式相乘得

e
z

1 - z
= >1 + 1 +

1
1 !

z + 1 +
1

1 !
+

1
2 !

z
2

+ 1 +
1

1 !
+

1
2 !

+
1

3 !
z

3
+⋯ .

相乘的方法 ,可按定理 4 .4 所指出的对角线方法 .

例 4 .11  求 z + i i =
1 + i

2
的展开式 .

解  因 z + i的支点为 - i及∞ ,故其指定分支在 | z | < 1 内

单值解析 .

   z + i �= i 1 +
z
i

= i 1 +
z
i

1
2

=
1 + i

2
1 +

1
2
·

z
i

+

1
2

1
2

- 1

2 !
z
i

2

+⋯

=
1 + i

2
1 -

i
2

z +
1
8

z
2

+⋯  ( | z | < 1) ,

其一般表达式为 :当 | z | < 1 时

z + i =
1 + i

2
1 -

i
2

z - ∑
∞

n = 2

1·3⋯ ( 2 n - 3)
2·4⋯ ( 2 n )

i
n

z
n

.

例 4 .12  将 e
z
cos z 及 e

z
sin z 展为 z 的幂级数 .

解  因 e
z

(cos z + isin z ) = e
z
e

i z

   = e
( 1 + i ) z

= e
2 e
π
4

i
z

   = 1 + 2e
π
4

i
z + ∑

∞

n = 2

( 2 )
n
e

nπ
4

i
z

n

n !
,
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同理

     �e
z

(cos z - isin z) = e
2 e

-
π
4

i
z

= 1 + 2e
-
π
4

i
z + ∑

∞

n = 2

( 2 )
n
e

-
nπ
4

i
z

n

n !
.

两式相加除以 2 得

 e
z
cos z <= 1 + 2cos

π
4

z + ∑
∞

n = 2

( 2 )
n
cos

nπ
4

n !
z

n

= 2 + ∑
∞

n = 2

( 2 )
n
cos

nπ
4

n !
z

n
, | z | < +∞ ;

两式相减除以 2i得

 e
z
sin z 3= 2 sin

π
4

z + ∑
∞

n = 2

( 2 )
n

sin
nπ
4

n !
z

n

= 1 + ∑
∞

n = 2

( 2 )
n
sin

nπ
4

n !
z

n
, | z | < +∞ .

例 4 .13  试将函数

f ( z ) =
z

z + 2

按 z - 1 的幂展开 ,并指明其收敛范围 .

解  f ( z ) 3=
z

z + 2
= 1 -

2
z + 2

= 1 -
2

( z - 1 ) + 3

= 1 -
2
3
·

1

1 +
z - 1

3

= 1 -
2
3 ∑
∞

n = 0

( - 1)
n z - 1

3

n

=
1
3

-
2
3 ∑
∞

n = 1

-
1
3

n

( z - 1 )
n

( | z - 1 | < 3 ) .

*
例 4 .14  设 1

1 - z - z
2 = ∑

∞

n = 0

cn z
n

.

(1 ) 证明  cn = cn - 1 + cn - 2 ( n≥2 ) ;
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(2 ) 求出展式的前五项 ;

(3 ) 指出收敛范围 .

解  (1 ) 解法一  利用系数公式 ( 4 .9)的积分形式 ,有

cn - 1 + cn - 2 �=
1

2πi∫Γ
ρ
∶|ζ| = ρ

1
1 - ζ- ζ

2

1
ζ

n +
1
ζ

n - 1 dζ

=
1

2πi∫Γ
ρ

1 +ζ
ζ

n
(1 - ζ - ζ

2
)
dζ

=
1

2πi∫Γ
ρ

ζ+ζ
2

1 - ζ- ζ
2

ζ
n + 1 dζ

=
1

2πi∫Γ
ρ

1
1 - ζ- ζ

2

ζ
n + 1 dζ

-
1

2πi∫Γ
ρ

1
ζ

n + 1 dζ= cn  ( n≥2 ) .

解法二  利用待定系数法 ,有 -

1 = ( 1 - z - z
2

) ( c0 + c1 z + c2 z
2

+⋯ + cn - 2 z
n - 2

+ cn - 1 z
n - 1

+ cn z
n

+⋯ )

= c0 �+ c1 z + c2 �z
2 �

+⋯ + cn z
n

+⋯ .
  - c0 �- c1 �   - cn - 1 �

- c0 �   - cn - 2 �

比较两端同次幂的系数得

c0 = 1; c1 - c0 = 0 , c2 - c1 - c0 = 0 ,⋯ , cn - cn - 1 - cn - 2 = 0 ,

所以  c0 = 1 , c1 = c0 = 1 , c2 = c1 + c0 = 2 ,⋯

cn = cn - 1 + cn - 2   ( n≥2) .

(2 ) .c0 =
1

1 - z - z
2

z = 0
= 1 ,

c1 =
1

1 - z - z
2

z = 0

′
=

1 + 2 z
(1 - z - z

2
)

2
z = 0

= 1 ,

从而由 (1 )依次得  &c2 = c1 + c0 = 1 + 1 = 2 ,
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c3 = c2 + c1 = 2 + 1 = 3 ,

c4 = c3 + c2 = 3 + 2 = 5 ,

即  
1

1 - z - z
2 = 1 + z + 2 z

2
+ 3 z

3
+ 5 z

4
+⋯ .

(3 ) 因由 1 - z - z
2

= 0 解得 z =
- 1± 5

2
,它们是和函数的两

个奇点 .故知收敛圆为

| z | <
5 - 1

2
.

注  在有关单叶解析函数的文献中 ,常见把单位圆 | z | < 1 内

解析的函数 f ( z )规范成展式

f ( z ) = z + a1 z
2

+⋯ , | z | < 1 ,

它合乎标准化条件 f (0 ) = 0 , f′(0 ) = 1 ,其中 a1 为复常数 .

§4 .解析函数零点的孤立性及惟一性定理

在很多实际问题中 ,往往需要研究使一个函数等于零的点 ,也

就是求根 .最简单的情况是 :在解常系数线性微分方程时 ,将这个

问题转化为求其特征多项式的根的问题 .一个 n 次多项式有 n 个

根 ,而多项式是解析函数 ,那么一个解析函数有几个根呢 ? 在一般

情况下 ,它可能有无穷多个根 .那么这无穷多个可能的根的分布情

况如何呢 ? 这个问题是属于值的分布论中的问题 .这一节 ,我们只

从函数 f ( z )根的分布情况来研究 f ( z)≡0 的问题 .

1 .解析函数零点的孤立性

定义4 .7  设函数 f ( z)在解析区域 D内一点 a的值为零 ,则

称 a为解析函数 f ( z )的零点 .

如果在 | z - a | < R 内 , 解析函数 f ( z )不恒为零 , 我们将

f ( z )在点 a 展成幂级数 ,此时 ,幂级数的系数必不全为零 .故必有

一正整数 m ( m≥1) ,使得
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f ( a) = f′( a) =⋯ = f
( m - 1 )

( a) = 0 ,但 f
( m )

( a)≠0 ,

合乎上述条件的 m 称为 � 睹零点 a 的阶 , a称为 f ( z )的 m阶零点 .特

别是当 m = 1 时 , a 也称为 f ( z)的单零点 .

定理 4 .17  不恒为零的解析函数 f ( z )以 a 为 m 阶零点的

充要条件为 :

f ( z ) = ( z - a)
m
φ( z ) , (4 .14)

其中φ( z )在点 a的邻域 | z - a | < R 内解析 ,且φ( a)≠0 .

证  必要性  由假设 ,

f ( z ) =
f

( m )
( a)

m !
( z - a)

m
+

f
( m + 1 )

( a)
( m + 1) !

( z - a)
m + 1

+⋯ ,

只要设   φ( z ) =
f

m
( a)

m !
+

f
( m + 1 )

( a)
( m + 1) !

( z - a) +⋯ ,

就得到 (4 .14) .

充分性  证明留给读者 .

(4 .14)是具有 m 阶零点 a 的解析函数 f ( z )的解析表达式 .

例 4 .15  考察函数

f ( z ) = z - sin z

在原点 z = 0 的性质 .

解  显然 f ( z )在 z = 0 解析 ,且 f ( 0) = 0 .

由 f ( z ) �= z - z -
z

3

3 !
+

z
5

5 !
- ⋯

= z
3 1

3 !
-

z
2

5 !
+⋯ ,

或由 Af′( z ) = 1 - cos z , f′(0 ) = 1 - 1 = 0 ,

f″( z ) = sin z ,  f″(0 ) = 0 ,

f�( z) = cos z ,  f�( 0) = 1≠0 .

知 z = 0 为 f ( z ) = z - sin z 的三阶零点 .

例 4 .16  求 sin z - 1 的全部零点 ,并指出它们的阶 .

解  sin z - 1 在 z 平面上解析 .由 sin z - 1 = 0 得

e
i z

- e
- i z

= 2i,
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即 (e
i z

- i)
2

= 0 , e
i z

= i,

故 z =
π
2

+ 2 kπ  ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) ,

这就是 sin z - 1 在 z 平面上的全部零点 .

显然

( sin z - 1)′
z =
π
2

+ 2 kπ
= cos z

z =
π
2

+ 2 kπ
= 0 ,

( sin z - 1)″
z =
π
2

+ 2 kπ
= - sin z

z =
π
2

+ 2 kπ
= - 1≠0 ,

故 z =
π
2

+ 2 kπ  ( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ )

都是函数 sin z - 1 的二阶零点 .

一个实变可微函数的零点不一定是孤立的 ;例如实变函数

f ( x ) =
x

2
sin

1
x

, x≠0 ,

0 , x = 0

在点 x = 0 可微 ,在实轴上其它地方也处处可微 ,且以 x = 0 为一

个零点 .但 x =±
1
nπ

( n = 1 , 2 , 3 ,⋯ )也是它的零点 ,并以 x = 0 为

聚点 .所以尽管这里函数 f ( x )不恒为零 ,而 x = 0 却不是一个孤

立零点 .但在复变函数中 ,我们有

定理 4 .18  如在| z - a | < R 内的解析函数 f ( z )不恒为零 ,

a为其零点 ,则必有 a 的一个邻域 ,使得 f ( z)在其中无异于 a 的

零点 .(简单说来就是 :不恒为零的解析函数的零点必是孤立的 .)

证  设 a为 f ( z )的 m阶零点 ,于是 ,由定理 4 .17

f ( z ) = ( z - a)
m
φ( z ) ,

其中φ( z )在 | z - a | < R 内解析 ,且φ( a)≠0 ,从而 φ( z )在点 a

连续 .于是由例 1 .28 知存在一邻域 | z - a | < r 使得φ( z )于其中

恒不为零 .故 f ( z)在其中无异于 a的其它零点 .

上述定理实际上告诉我们这样的结论 :
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推论4 .19  设 ( 1) 函数 f ( z)在邻域 K : | z - a | < R 内解析 ;

(2 ) 在 K 内有 f ( z )的一列零点{ zn }( zn≠ a) � 镀收敛于 a,则 f ( z)在

K 内必恒为零 .

证  因为 f ( z )在点 a 连续 ,且 f ( zn ) = 0 ,让 n 趋于无穷取

极限 ,即得 f ( a) = 0 .故 a 是一个非孤立的零点 .由定理 4 .18 必

f ( z )在 K 内恒为零 .

注  为了便于应用 ,推论 4 .19 中的条件 ( 2 )可代换成更强的

条件“ f ( z )在 K 内某一子区域 (或某一小段弧 )上等于 0”.

思考题  试举一例 ,说明 f ( z )在某区域 D内解析且有无穷

多个零点 ,但在 D内 f ( z) á 0;这与推论 4 .19 矛盾吗 ?

2 .惟一性定理  对于一个不加条件限制的复变函数 ,我们不

能从其定义域中某一部分的取值情况来确定其它部分的值 .对于

连续函数也只能说 ,相邻两点的函数值相差很小 .对于解析函数来

说就完全不同了 .从下面的 (内部 )惟一性定理可以看出 ,解析函数

在其定义域中某点邻域内的取值情况完全决定着它在其它部分的

值 .以前由柯西积分公式 ,曾经使我们知道 ,从解析函数在边界 C

上的值可以推得它在 C 的内部的一切值 .因之 (内部 )惟一性定理

可以看成柯西积分公式的补充定理 ,它们都反映解析函数的特性 ,

同是解析函数论中最基本的定理 .

定理 4 .20  设 (1 ) 函数 f 1 ( z )和 f2 ( z )在区域 D内解析 ;

(2) D内有一个 � ��收敛于 a∈ D 的点列{ zn } ( zn≠ a ) ,在其上

f 1 ( z )和 f2 ( z )等值 ,则 f1 ( z )和 f 2 ( z )在 D内恒等 .

证  令 f ( z ) = f1 ( z ) - f2 ( z )我们只须证明 f ( z )在 D内恒

为零就行了 .

由假设知 f ( z )在 D 内解析 ,且在 D 内有一列零点{ zn } ( zn

≠ a)收敛于 a∈ D .如果 D本身就是以 a 为心的圆 ,或 D 就是整

个 z 平面 ,则由推论 4 .19 , 即知 f ( z )≡0 .定理就证明了 .在一般

情形下 ,可用下述所谓圆链法来证明 .
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设 b是 D内任意固定的点 (图 4 .2) .在 D内可作一折线 L 连

图 4 .2

接 a 及 b ,以 d 表示 L 与 D的边界

Γ间的最短距离 (见第三章定理 3 .3

注 , d > 0) .在 L 上依次取一串点 a

= a0 , a1 ,⋯ , an - 1 , an = b ,使相邻两

点间的距离小于定数 R ( 0 < R <

d ) .显然 , 由推论 4 .19 , 在圆 K0 :

| z - a0 | < R 内 f ( z )≡0 .在圆 K1 :

| z - a1 | < R 又重复应用推论 4 .19 ,

即知在 K1 内 f ( z )≡0 .这样继续下

去 ,直到最后一个含有点 b 的圆为

止 ,在该圆内 f ( z )≡0 , 特别说来 ,

f ( b) = 0 .因为 b 是 D内任意的点 ,

故证明了在 D内 f ( z )≡0 .

推论 4 .21  设在区域 D 内解

析的函数 f1 ( z )及 f2 ( z )在 D 内的

某一子区域 (或一小段弧 )上相等 ,

则它们必在区域 D内恒等 .

例 4 .17  设 (1 ) 函数 f ( z )及 g( z )在区域 D 内解析 ;

(2 ) 在 D内  f ( z )·g( z)≡0,

试证 :在 D内 f ( z)≡0 或 g( z )≡0 .

证  若有 z0∈ D使 g( z0 )≠0 .因 g( z )在点 z0 连续 ,故由例

1 .28 知 ,存在 z0 的邻域 K� D , 使 g ( z )在 K 内恒不为零 .而由

题设

f ( z )·g( z )≡0  ( z∈ K�D ) ,

故必 f ( z )≡0  ( z∈ K�D ) .

由惟一性定理 (推论 4 .21)  f ( z )≡0  ( z∈ D) .

推论 4 .22  一切在实轴上成立的恒等式 (例如 , sin
2

z + cos
2

z
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= 1 , sin 2 z = 2sin z·cos z 等等 ) ,在 z 平面上也成立 ,只要这个恒

等式的等号两边在 z 平面上都是解析的 .

注  ( 1 ) 推论 4 .19 显然包含在定理 4 .20 中 ,因此它们和推

论 4 .21、4 .22 在引用时都称为解析函数的惟一性定理 .

(2 ) 惟一性定理揭示了解析函数一个非常深刻的性质 ,函数

在区域 � 笵D内的局部值确定了函数在区域 � 笵D 内整体的值 ,即局部与

整体之间有着十分紧密的内在联系 .

例 4 .18  应用惟一性定理 ,在 | z | < 1 内展开 Ln (1 + z )的主

值支成 z 的幂级数 .

解  我们已知 Ln( 1 + z )的主值支 ln (1 + z )在 | z | < 1 内解

析 .又在数学分析中已知

ln(1 + x ) = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n
x

n + 1

n + 1
, x∈ ( - 1 , 1 ) ,

而幂级数

∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

z
n + 1

n + 1

的收敛半径为 1 ,即它在 | z | < 1 内收敛于一个解析函数 g( z ) .但

在实轴的线段 ( - 1 , 1 )上

g( z ) = ln( 1 + z ) ,

因此根据惟一性定理 (推论 4 .21) ,在圆 | z | < 1 内

g( z ) = ln( 1 + z ) ,

故得 ln( 1 + z )在 | z | < 1 内的幂级数展式为

ln(1 + z ) = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

z
n + 1

n + 1
,

这与 (4 .12)一致 .

由此例我们看出 :应用惟一性定理 (特别是推论 4 .21 或

4 .22 ) ,在数学分析中常见的一些初等函数的幂级数展式都可以推

广到复数域上来 .

3 .最大模原理  下面的定理是解析函数论中最有用的定理

之一 .
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定理 4 .23(最大模原理 )  设函数 f ( z )在区域 D 内解析 ,则

| f ( z ) |在 D内任何点都不能达到最大值 ,除非在 D内 f ( z )恒等

于常数 .

证  如果用 M表 | f ( z ) |在 D内的最小上界 ,则必 0 < M <

+∞ .假定在 D内有一点 z0 ,函数 f ( z )的模在 z0 达到它的最大

值 ,即 | f ( z0 ) | = M .

( 1) 应用平均值定理 (定理 3 .12 )于以 z0 为中心 ,并且连同它

的周界一起都全含于区域 D内的一个圆 | z - z0 | < R ,就得到

f ( z0 ) =
1

2π∫
2π

0
f ( z0 + Re

iφ
) dφ .

由此推出

| f ( z0 ) |≤
1

2π∫
2π

0
| f ( z0 + Re

iφ
) | dφ . (4 .15)

由于

| f ( z0 + Re
iφ

) |≤ M ,而 | f ( z0 ) | = M ,

从不等式 (4 .15)就可以看出 ,对于任何 φ( 0≤φ≤2π) ,

| f ( z0 + Re
iφ

) | = M .

事实上 ,如果对于某一个值 φ=φ0 有

| f ( z0 + Re
iφ

0 ) | < M ,

那么根据 | f ( z ) |的连续性 ,不等式 | f ( z0 + Re
iφ

) | < M 在某个充

分小的区间

φ0 -ε<φ<φ0 +ε

内成立 .同时 ,在这个区间之外 ,总是

| f ( z0 + Re
iφ

) |≤ M .

在这样的情况下 ,由 ( 4 .15 )得

M = | f ( z0 ) |≤
1

2π∫
2π

0
| f ( z0 + Re

iφ
) | dφ< M ,

矛盾 .因此 ,我们已经证明了 :在以点 z0 为中心的 � �"每一个充分小的

圆周上 | f ( z ) | = M .换句话说 ,在 z0 点的足够小的邻域 K 内 ( K
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及其周界全含于 D内 )有 | f ( z ) | = M .

(2 ) 由第二章习题 (一 )6 (3 ) ,必 f ( z )在 K 内为一常数 .

(3 ) 由惟一性定理 ,必 f ( z )在 D内为一常数 .

推论 4 .24  设 (1 ) 函数 f ( z )在有界区域 D内解析 ,在闭域

 D = D +�D上连续 ;

(2 ) | f ( z ) |≤ M  ( z∈  D) ,

则除 f ( z )为常数的情形外 , | f ( z ) | < M  ( z∈D ) .

注  (1 ) 在柯西不等式中的 M ( R ) = max
| z - a | = R

| f ( z ) | ,现在也

可以理解为 M ( R) = max
| z - a |≤ R

| f ( z ) | .

(2 ) 读者可以应用本书第七章定理 7 .1 的保域定理 , 来作出

最大模原理的几何解释 .

(3 ) 最大模原理说明了解析函数在区域边界上的最大模可以

限制区域内的最大模 .这也是解析函数特有的性质 .

例4 .19  试用最大模原理证明例 3 .11 .即证 :“设 f ( z )在闭

圆 | z |≤ R 上解析 ,如果存在 a > 0 ,使当 | z | = R时 ,

| f ( z ) | > a ,

而且

| f ( 0) | < a ,

则在圆 | z | < R 内 , f ( z )至少有一个零点 .”

证  如果在 | z | < R 内 , f ( z )无零点 .而由题设在 | z | = R 上

| f ( z ) | > a > 0 ,且 f ( z )在 | z |≤ R 上解析 .故

φ( z ) =
1

f ( z )

在 | z |≤ R 上解析 .此时

|φ(0 ) | =
1

f ( 0)
>

1
a

,

且在 | z | = R 上 ,

|φ( z ) | =
1

f ( z)
<

1
a

,
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于是φ( z )必非常数 ,在 | z | = R 上

|φ( z ) | < |φ( 0) | .

由最大模原理 ,这就得到矛盾 .

第四章习题

(一 )

1  判断下列级数的敛、散性 .

( 1)∑
∞

n = 1

i n

n
;   ( 2)∑

∞

n = 1

( 3 + 5i ) n

n !
;   (3)∑

∞

n = 1

1 + 5i
2

n

.

答 : (1) 条件收敛 ; ( 2) 绝对收敛 ; (3 ) 发散 .

2  试确定下列幂级数的收敛半径 :

( 1)∑
∞

n = 0

z
n

n
;   ( 2)∑

∞

n = 0

nz
n

2 n ;   (3)∑
∞

n = 1

n
n

z
n

.

答 : (1) 1 ; (2 ) 2 ; ( 3) 0 .

3  如果 lim
n→∞

cn + 1

cn
存在 (≠∞) ,试证下列三个幂级数有相同的收敛半径 :

( 1) ∑ cn zn (原级数 ) ;

( 2) ∑
cn

n + 1
zn + 1 (原级数逐项积分后所成级数) ;

( 3) ∑ ncn z
n - 1

(原级数逐项求导后所成级数 ) .

4  设∑
∞

n = 0

cn z
n
的收敛半径为 R ( 0 < R < + ∞ ) ,并且在收敛圆周上一点

绝对收敛 .试证明这个级数对于所有的点 z : | z | ≤ R 为绝对收敛且一致收

敛 .

5  将下列函数展成 z 的幂级数 ,并指出展式成立的范围 :

( 1)
1

az + b
( a , b为复数 ,且 b≠0) ;

( 2)∫
z

0
e

z
2

d z ;  �(3)∫
z

0

sin z
z

d z ;

( 4) sin
2

z ; (5)
1

(1 - z) 2 .
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答 : �(1)∑
∞

n = 0

( - 1) n an

b
n + 1 zn ,  | z | <

b
a

;

( 2)∑
∞

n = 0

z2 n + 1

( 2 n + 1 ) n !
,  | z | < + ∞ ;

( 3)∑
∞

n = 0

( - 1 ) n z2 n + 1

(2 n + 1 ) (2 n + 1) !
,  | z | < + ∞ ;

( 4) -
1
2 ∑
∞

n = 1

( - 1 ) n (2 z )2 n

( 2 n) !
,  | z | < + ∞ ;

( 5) 提示  
1

( 1 - z ) 2 =
1

1 - z
′

.

6  写出 e
z
ln( 1 + z )的幂级数展式至含 z

5
项为止 ,其中 ln(1 + z )

z = 0
=

0 ,

答 : z +
z

2

2
+

z
3

3
+

3 z
5

40
+ ⋯ , | z | < 1 .

7  将下列函数按 z - 1 的幂展开 ,并指明其收敛范围 :

( 1) sin z ;     U(2)
z - 1
z + 1

;

( 3)
z

z2 - 2 z + 5
; (4)

3
z

3
1 =

- 1 + 3i
2

.

答 : �(1)∑
∞

k = 0

sin
kπ
2

+ 1

k !
( z - 1)

k
, | z - 1 | < + ∞ ;

( 2) - ∑
∞

n = 1

-
1
2

n

( z - 1) n , | z - 1 | < 2 ;

( 3)
1
4 ∑
∞

n = 0

-
1
4

n

( z - 1 )2 n + ∑
∞

n = 0

-
1
4

n

( z - 1 ) 2 n+ 1 ,

| z - 1 | < 2;

( 4)
- 1 + 3i

2 ∑
∞

n = 0

n

1
3

( z - 1 ) n , | z - 1 | < 1 ,

其中

n

1
3

=

1
3

1
3

- 1 ⋯
1
3

- n + 1

n !
, ( n≥1) ,

0

1
3

= 1 .

8  指出下列函数在零点 z = 0 的阶 .
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( 1) z2 ( e z
2

- 1 ) ;    �(2 ) 6sin z3 + z3 ( z6 - 6 ) ,

答 : (1) 4 阶 ; (2 ) 15 阶 .

9  设 z0 是函数 f ( z )的 m 阶零点 ,又是 g( z )的 n 阶零点 ,试问下列函

数在 z0 处具有何种性质 ?

( 1) f ( z ) + g( z) ;  (2 ) f ( z )·g( z) ;  (3 )
f ( z )
g( z )

.

10  设 z0 为解析函数 f ( z)的至少 n 阶零点 ,又为解析函数 φ( z)的 n

阶零点 ,则 (试证 )

lim
z→ z

0

f ( z )
φ( z )

=
f

( n )
( z0 )

φ
( n)

( z0 )
(φ( n ) ( z0 )≠0 ) .

注  由解析函数的无穷可微性 ,本题就构成一般形式的洛必达法则 .

11  在原点解析 ,而在 z =
1
n

( n = 1 ,2 ,⋯ )处取下列各组值的函数是否

存在 :

( 1) 0 , 1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,⋯

( 2) 0 ,
1
2

,0 ,
1
4

,0 ,
1
6

,⋯

( 3)
1
2

,
1
2

,
1
4

,
1
4

,
1
6

,
1
6

,⋯

( 4)
1
2

,
2
3

,
3
4

,
4
5

,
5
6

,⋯

答 : (1) 不存在 ;   }( 2) 不存在 ;

( 3) 不存在 ; ( 4) 存在 ,
1

1 + z
.

12  设 (1 ) f ( z )在区域 D内解析 ;

( 2) 在某一点 z0∈ D有

f ( n ) ( z0 ) = 0 ,  n = 1 ,2 ,⋯

试证 f ( z )在 D 内必为常数 .

13  (最小模原理 )若区域 D 内不恒为常数的解析函数 f ( z ) ,在 D 内的

点 z0 有 f ( z0 )≠0 ,则 | f ( z0 ) |不可能是 | f ( z ) |在 D内的最小值 ,试证之 .

提示  反证法 ,应用最大模原理 .

注  � 荢最小模原理的推论 :

设(1 ) 函数 f ( z )在有界区域 D 内解析 ,在有界闭域  D = D +�D 上连
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续 ;

( 2) f ( z )≠0 ( z∈ D) ;

( 3) 存在 m > 0 ,使 | f ( z ) |≥ m ( z∈  D ) ,

则除 f ( z )为常数外 , | f ( z ) | > m ( z∈ D) .

14  设 D 是周线 C 的内部 ,函数 f ( z )在区域 D 内解析 ,在闭域  D = D

+ C上连续 ,其模 | f ( z) |在 C上为常数 .试证 :若 f ( z )不恒等于一个常数 ,

则 f ( z )在 D 内至少有一个零点 .

(二 )

1  设级数∑
∞

n = 1

fn ( z)在点集 E上一致收敛于 f ( z ) ,且在 E上 | g( z ) |

< M( M < + ∞ ) ,则级数

∑
∞

n = 1

g( z) fn ( z)

在 E上一致收敛于 g( z )· f ( z ) .试证之 .

2  试证 :在单位圆 | z | < 1 内 ,级数

z + ( z2 - z ) + ⋯ + ( zn - zn - 1 ) + ⋯

收敛于函数 f ( z )≡0 ,但它并非一致收敛的 .

3  试证

( 1) 如果∑
∞

n = 1

vn =δ绝对收敛 ,则

|δ|≤ | v1 | + | v2 | + ⋯ + | vn | + ⋯ .

( 2) 对任一复数 z

| e z - 1 |≤e | z | - 1≤ | z | e | z | .

( 3) 当 0 < | z | < 1 时

1
4

| z | < | e z - 1 | <
7
4

| z | .

4  设 f ( z ) = ∑
∞

n = 0

an zn ( a0≠0)的收敛半径 R > 0 ,且

M = max
| z |≤ρ

| f ( z ) |  (ρ< R ) .

试证 :在圆

| z | <
| a0 |

| a0 | + M
ρ
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内 f ( z )无零点 .

提示  由柯西不等式 | an |≤
M
ρn ,在圆 | z | < ρ内可证 | f ( z ) - a0 | ≤

M
| z |
ρ- | z |

,从而在题设圆内可证 | f ( z ) | > 0 .

5  设在| z | < R 内解析的函数 f ( z )有泰勒展式

f ( z ) = a0 + a1 z + a2 z
2

+ ⋯ + an z
n

+ ⋯ ,

试证 :当 0≤ r < R 时

1
2π∫

2π

0
| f ( re

iθ
) |

2
dθ= ∑

∞

n = 0

| an |
2

r
2 n

.

提示  | f ( z ) |
2

= f ( z )· f ( z ) .

6  设 f ( z )是一个整函数 ,且假定存在着一个非负整数 n ,以及两个正

数 R 与 M ,使当 | z |≥ R 时 , | f ( z) |≤ M | z | n .

试证明 : f ( z )是一个至多 n次的多项式或一常数 .

提示  估计 f ( z)积分形式的泰勒系数 .

注  当 n = 0 时 ,这就是通常的刘维尔定理 ,故本题是刘维尔定理的推

广 .

7  设( 1) f ( z )在邻域 K : | z - z0 | < R 内解析 , z0 是 f ( z )的 m 阶零

点 ;

( 2) z1≠ z0 , z1∈ K .

问函数

F( z ) =∫
z

z
0

f (ζ) dζ  ( z∈ K)

及函数

Φ( z ) =∫
z

z
1

f (ζ) dζ  ( z∈ K )

在点 z0 的性质如何 ? (这里积分路径都假定在 K 内 .)

8  设 2(1) 区域 D含有实轴的一段 L ;

( 2) 函数 u( x , y ) + i v ( x , y)及

u( z , 0) + i v( z , 0 )  ( z = x + i y)

都在区域 D 内解析 .则 (试证 )在 D 内

u( x , y ) + i v ( x , y )≡ u( z , 0) + i v ( z , 0 ) .
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注  应用此题 ,可将一些符合条件的解析函数

u ( x , y) + i v ( x , y )

(见第二、三章内的一些例题和习题 ) ,化成 z 的一元函数

u( z , 0) + i v ( z , 0 )

(即令 y = 0 , x = z ) .读者不妨自己去验证一下 .
* 9  设 (1 ) 函数 f ( z)在区域 D内解析 , f ( z) á 常数 ;

( 2) C为 D内任一条周线 ,只要 I( C)全含于 D;

( 3) A为任一复数 .

试证 : f ( z ) = A 在 C的内部 I( C)只有有限个根 .

10  问|e
z

|在闭圆 | z - z0 |≤1 上的何处达到最大 ? 并求出最大值 .

11  设函数 f ( z)在 | z | < R 内解析 ,令

M( r) = max
| z | = r

| f ( z ) |   (0≤ r < R ) .

试证 : M( r)在区间 [0 , R )上是一个上升函数 ,且若存在 r1 及 r2 ( 0≤ r1 , r2

< R ) ,使得 M ( r1 ) = M( r2 ) ,则 f ( z )≡常数 .
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第五章  解析函数的洛朗

( L auren t )展式与孤立奇点

  在前一章我们已经看出 ,用泰勒级数来表示圆形区域内的解

析函数是很方便的 .但是对于有些特殊函数 ,如贝塞尔 ( Bessel )函

数 ,以圆心为奇点 ,就不能在奇点邻域内表成泰勒级数 .为此 ,本章

将建立 (挖去奇点 a 的 )圆环 r < | z - a | < R ( r≥0 , R≤ + ∞ ,当

r = 0 时为去心圆 0 < | z - a | < R )内解析函数的级数表示 ,并以

它为工具去研究解析函数在孤立奇点邻域内的性质 .

§1 .解析函数的洛朗展式

1 .双边幂级数  考虑两个级数

c0 + c1 ( z - a) + c2 ( z - a )
2

+⋯ , ( 5 .1)

c - 1

z - a
+

c - 2

( z - a)
2 +⋯ . ( 5 .2)

前者是幂级数 ,故它在收敛圆 | z - a | < R(0 < R≤ +∞ )内表一解

析函数 f1 ( z ) .对第二个级数作代换

ζ=
1

z - a
,

则它成为一个幂级数

c - 1ζ+ c - 2ζ
2

+⋯ .



设它的收敛区域为 |ζ| <
1
r

0 <
1
r
≤ +∞ , 换回到原来的变数

z ,即知 ( 5 .2)在 | z - a | > r( 0≤ r < +∞ )内表一解析函数 f2 ( z ) .

当且仅当 r < R 时 , ( 5 .1 )及 ( 5 .2)有公共的收敛区域即圆环

H : r < | z - a | < R .这时 ,我们称级数 ( 5 .1 )与 ( 5 .2)之和为双边

幂级数 .可以表为

∑
∞

n = - ∞

cn ( z - a)
n

. ( 5 .3)

由以上讨论及定理 4 .10 和定理 4 .13 得

定理 5 .1  设双边幂级数 ( 5 .3)的收敛圆环为

H : r < | z - a | < R( r≥0 , R≤ +∞ )

则 (1 ) ( 5 .3)在 H内绝对收敛且内闭一致收敛于

f ( z ) = f1 ( z ) + f2 ( z ) .

(2 ) 函数 f ( z)在 H内解析 .

(3 ) 函数 f ( z) = ∑
∞

n = - ∞

cn ( z - a)
n

在 H内可逐项求导 p 次 ( p = 1 , 2 ,⋯ ) .

(4 ) 函数 f ( z)可沿 H内曲线 C逐项积分 .

注  定理 5 .1 对应于定理 4 .13 .

2 .解析函数的洛朗展式  前面指出了双边幂级数在其收敛

圆环内表一解析函数 ,反过来有

定理 5 .2(洛朗定理 )  在圆环 H : r < | z - a | < R ( r≥0 , R

≤ +∞ )内解析的函数 f ( z)必可展成双边幂级数

f ( z ) = ∑
∞

n = - ∞

cn ( z - a)
n
, ( 5 .4)

其中

cn =
1

2πi∫Γ
f (ζ)

(ζ - a)
n + 1 dζ ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) , ( 5 .5)

Γ为圆周 |ζ - a | =ρ( r <ρ< R) ,并且展式是惟一的 (即 f ( z )及

圆环 H惟一地决定了系数 cn ) .
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图 5 .1

注  定理 5 .2 对应于定理 4 .14 (泰勒

定理 ) .

证  设 z 为 H 内任意取定的点 ,总可

以找到含于 H内的两个圆周 �

Γ1 : |ζ - a | =ρ1 ,

Γ2 : |ζ - a | =ρ2 ,

使得 z 含在圆环ρ1 < | z - a | <ρ2 内 (图

5 .1) .  

因为函数 f ( z )在闭圆环ρ1≤ | z - a |≤ρ2 上解析 ,由柯西积

分公式有

f ( z ) =
1

2πi∫Γ
2

f (ζ)
ζ - z

dζ -
1

2πi∫Γ
1

f (ζ)
ζ- z

dζ,

或写成

f ( z ) =
1

2πi∫Γ
2

f (ζ)
ζ - z

dζ+
1

2πi∫Γ
1

f (ζ)
z - ζ

dζ . ( 5 .6)

我们将上式中的两个积分表为含有 z - a 的 (正或负 )幂次的级

数 .

对于第一个积分 ,只要照抄泰勒定理 4 .14 证明中的相应部

分 ,就得

1
2πi∫Γ

2

f (ζ)
ζ- z

dξ= ∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

, ( 5 .7)

cn =
1

2πi∫Γ
2

f (ζ)
(ζ - a)

n + 1 dζ( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) . ( 5 .8)

类似地 ,考虑 ( 5 .6)式中的第二个积分

1
2πi∫Γ

1

f (ζ)
z - ζ

dζ,

我们有

f (ζ)
z - ζ

=
f (ζ)

( z - a) - (ζ - a)
=

f (ζ)
z - a
·

1

1 -
ζ- a
z - a

.
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当ζ∈Γ1 时 ,

ζ - a
z - a

=
ρ1

| z - a |
< 1 ,

于是上式可以展成一致收敛的级数

f (ζ)
z - ζ

=
f (ζ)
z - a∑

∞

n = 1

ζ - a
z - a

n - 1

.

沿Γ1 逐项积分 ,再以
1

2πi
乘两端即得

1
2πi∫Γ

1

f (ζ)
z - ζ

dζ= ∑
∞

n = 1

c - n

( z - a)
n , ( 5 .9)

c - n =
1

2πi∫Γ
1

f (ζ)
(ζ- a)

- n + 1 dζ( n = 1 , 2 ,⋯ ) . (5 .10)

由 (5 .6 ) , (5 .7 ) , (5 .9 )即得

f ( z ) �= ∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n

+ ∑
∞

n = 1

c - n

( z - a)
n

= ∑
∞

n = - ∞

cn ( z - a)
n

.

回过头来考查系数 ( 5 .8 )及 ( 5 .10 ) ,由复周线的柯西积分定

理 ,对任意圆周 Γ: | z - a | =ρ( r <ρ< R) ,有

   cn -=
1

2πi∫Γ
2

f (ζ)
(ζ- a)

n + 1 dζ

=
1

2πi∫Γ
f (ζ)

(ζ- a)
n + 1 dζ( n = 0 ,1 ,2 ,⋯ ) ,

   c - n [=
1

2πi∫Γ
1

f (ζ)
(ζ - a)

- n + 1 dζ

=
1

2πi∫Γ
f (ζ)

(ζ - a)
- n + 1 dζ ( n = 1 ,2 ,⋯ ) ,

于是系数可统一表成 (5 .5 ) .

因为系数 cn 与我们所取的 z 根本无关 ,故在圆环 H 内 (5 .4)

成立 .
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最后证明展式的惟一性 .设 f ( z)在圆环 H内又可展成下式 :

f ( z ) = ∑
∞

n = - ∞

c′n ( z - a)
n

,

由定理 5 .1 知 ,它在圆周 Γ: | z - a | =ρ( r <ρ< R )上一致收敛 .

乘以沿 Γ上的有界函数
1

( z - a)
m + 1 , 仍然一致收敛 , 故可逐项积

分得  ∫Γ
f (ζ)

(ζ- a )
m + 1 dζ= ∑

∞

n = - ∞

c′n∫Γ (ζ - a)
n - m - 1

dζ,

由例 3 .2 即知等号右端级数中 n = m 那一项积分为 2πi , 其余各

项为零 ,于是

c′m =
1

2πi∫Γ
f (ζ)

(ζ - a)
m + 1 dζ, ( m = 0 ,±1 ,⋯ )

与 (5 .5 )比较 ,即知 c′n = cn ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) .

定义 5 .1  ( 5 .4)称为函数 f ( z )在点 a的洛朗展式 , ( 5 .5 )称

为其洛朗系数 ,而 ( 5 .4)等号右边的级数则称为洛朗级数 .

证明了洛朗展式的惟一性后 ,我们就可以采用一些常用的更

简便的方法去求一些初等函数在指定圆环内的洛朗展开式 (如例

5 .1 至例 5 .5) ,只有在个别的情况下 ,才直接采用公式 ( 5 .5 )求洛

朗系数的方法 (如例 5 .6 ) .

3 .洛朗级数与泰勒级数的关系  当已给函数 f ( z )在点 a 处

解析时 ,中心在 a ,半径等于由 a 到函数 f ( z )的最近奇点的距离

的 � 吗那个圆可以看成圆环的特殊情形 ,在其中就可作出洛朗级数展

开式 .根据柯西积分定理 ,由公式 (5 .5 )可以看出 ,这个展式的所有

系数 c - n ( n = 1 ,2 ,⋯ )都等于零 .在此情形下 ,计算洛朗级数的系

数公式与泰勒级数的系数公式 (积分形式 )无异 ,所以洛朗级数就

转化为泰勒级数 . � �因此 ,泰勒级数是洛朗级数的特殊情形 .

例 5 .1  函数

f ( z ) =
1

( z - 1 ) ( z - 2 )

在 z 平面上只有两个奇点 : z = 1 及 z = 2 .因此 z 平面被分成如下
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三个不相交的 f ( z )的解析区域 : ( 1 ) 圆 | z | < 1 ; (2 ) 圆环 1 < | z |

< 2 ; (3 ) 圆环 : 2 < | z | < + ∞ ,试分别在此三个区域内求 f ( z )的

展式 .

解  首先将函数 f ( z )分解成部分分式

f ( z) =
1

z - 2
-

1
z - 1

.

(1 ) 在圆 | z | < 1 内 .因 | z | < 1 < 2 , 即
z
2

< 1 ,利用公式

(4 .10)得

f ( z ) =
1

1 - z
-

1

2 1 -
z
2

= ∑
∞

n = 0

1 -
1

2
n + 1 z

n
,

此即 f ( z )在圆 | z | < 1 内的泰勒展式 .

(2 ) 在圆环 1 < | z | < 2 内 ,即有
1
z

< 1 ,
z
2

< 1

f ( z ) �= -
1
2
·

1

1 -
z
2

-
1
z
·

1

1 -
1
z

= -
1
2 ∑
∞

n = 0

z
n

2
n -

1
z ∑
∞

n = 1

1
z

n - 1

= - ∑
∞

n = 0

z
n

2
n + 1 - ∑

∞

n = 1

1
z

n .

(3 ) 在圆环 2 < | z | < +∞内 .这时
1
z

< 1 ,
2
z

< 1 故

f ( z ) �=
1
z
·

1

1 -
2
z

-
1
z
·

1

1 -
1
z

=
1
z ∑
∞

n = 0

2
n

z
n -

1
z ∑
∞

n = 0

1
z

n = ∑
∞

n = 2

2
n - 1

- 1
z

n .

4 .解析函数在孤立奇点邻域内的洛朗展式

定义 5 .2  如果函数 f ( z )在点 a 的某一去心邻域 K - { a} :

0 < | z - a | < R(即除去圆心 a的某圆 )内解析 ,点 a 是 f ( z )的奇
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点 (见定义 2 .3 ) ,则称 a 为 f ( z )的一个孤立奇点 .

注  因函数 f ( z )在 K - { a}内是单值的 , 故也称 a 为 f ( z )

的单值性孤立奇点 ;如以后遇到 f ( z )在 K - { a}内是多值的 ,则

称 a 为 f ( z )的多值性孤立奇点 , 即支点 (由于在支点的邻域内函

数能由一支变到另一支 ,故函数在支点邻域内缺少单值性 .因而它

以最简单的方式破坏了函数的解析性 .因此支点也是函数的奇

点 ) .以后如无特别声明 , 提到孤立奇点总指单值性孤立奇点 .当

然 ,以后也会遇到非孤立奇点 .

如果 a 为函数 f ( z )的一个孤立奇点 ,则必存在正数 R ,使得

f ( z )在点 a 的去心邻域 K - { a} : 0 < | z - a | < R 内可展成洛朗

级数 .

例 5 .2  函数 f ( z ) =
1

( z - 1) ( z - 2)
在 z 平面内只有两个奇

点 z = 1 及 z = 2 .试分别求 f ( z )在此二点去心邻域内 (图 5 .2 )的

洛朗展式 .

解  (1 ) 在 (最大的 )去心邻域 0 < | z - 1 | < 1 内

图 5 .2

f ( z ) [=
- 1

z - 1
+

1
z - 2

= -
1

z - 1
+

1
( z - 1) - 1

= -
1

z - 1
- ∑
∞

n = 0

( z - 1 )
n

;

(2 ) 在 (最大的 )去心邻域 0 < | z - 2 | < 1 内

f ( z ) E=
1

z - 2
-

1
z - 2 + 1

=
1

z - 2
- ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n

( z - 2)
n

.

(3 ) 在 (最大的 )点∞的去心邻域 1 < | z - 1 | < +∞ ( � �;以 z = 1

� 1为中心 )内 ,有
1

z - 1
< 1 ,从而有
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f ( z ) [= -
1

z - 1
+

1
z - 1
·

1

1 -
1

z - 1

= -
1

z - 1
+

1
z - 1∑

∞

n = 0

1
z - 1

n

= ∑
∞

n = 1

1
z - 1

n + 1

.

(4 ) 在 (最大的 )点∞的去心邻域 1 < | z - 2 | < +∞ ( � 柑以 z = 2

� 限为中心———见本章第 3 节末 )内有
1

z - 2
< 1 ,从而有

f ( z ) �=
1

z - 2
-

1
z - 2 + 1

=
1

z - 2
-

1
z - 2
·

1

1 +
1

z - 2

=
1

z - 2
-

1
z - 2∑

∞

n = 0

( - 1)
n 1

z - 2

n

= ∑
∞

n = 1

-
1

z - 2

n + 1

.

例5 .3  sin z
z
在 z 平面上只有奇点 z = 0 ,在其去心邻域 0 <

| z | < +∞内有洛朗展式

sin z
z

= ∑
∞

n = 0

( - 1)
n

z
2 n

( 2 n + 1 ) !
= 1 -

z
2

3 !
+⋯ .

例5 .4  e
z

+ e
1
z 在 z 平面上只有奇点 z = 0 ,在其去心邻域 0 <

| z | < +∞内有洛朗展式

e
z

+ e
1
z = 2 + ∑

∞

n = 1

z
n

n !
+ ∑
∞

n = 1

1
n !
·

1
z

n .

由以上各例已可看出 ,在求一些初等函数的洛朗展式时 ,一般

并不是按照公式 (5 .5 )去计算洛朗系数 ,主要是利用已知的幂级数

展式去求所需要的洛朗展式 .下面我们再举两例 :

例5 .5  sin
z

z - 1
在 z 平面上只有奇点 z = 1 , 且在去心邻域

0 < | z - 1 | < +∞内可展成洛朗级数 :

解  sin
z

z - 1
�= sin 1 +

1
z - 1
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= sin 1·cos
1

z - 1
+ cos 1·sin

1
z - 1

= sin 1 1 -
1

2 ! ( z - 1 )
2 +⋯

 + ( - 1 )
n 1

( 2 n) ! ( z - 1)
2 n +⋯

 + cos 1
1

z - 1
-

1
3 ! ( z - 1 )

3 +⋯

 + ( - 1 )
n 1

( 2 n + 1 ) ! ( z - 1 )
2 n + 1 +⋯

= sin 1 +
cos 1
z - 1

-
sin 1

2 ! ( z - 1 )
2

 -
cos 1

3 ! ( z - 1 )
3 +⋯ + ( - 1 )

n sin 1
(2 n ) ! ( z - 1 )

2 n

 + ( - 1 )
n cos 1

( 2 n + 1 ) ! ( z - 1 )
2 n + 1 +⋯ .

例 5 .6  试证

cosh z +
1
z

= c0 + ∑
∞

n = 1

cn ( z
n

+ z
- n

) ,

其中

cn =
1

2π∫
2π

0
cos nφ·cosh( 2cos φ)dφ .

证  因 w = z +
1
z
在 z 平面上只有 z = 0 一个奇点 .而

cosh w =
1
2

(e
w

+ e
- w

)

在 w 平面上解析 ,故 cosh z +
1
z
在 z 平面上也只有一个奇点 z

= 0 .即它在去心邻域 0 < | z | < +∞内解析 .由洛朗定理得

cosh z +
1
z

= ∑
∞

n = - ∞

cn z
n
,

cn =
1

2πi∫Γ
ρ

cosh ( z + z
- 1

)
z

n + 1 d z ,
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Γρ 表任意圆周 | z | =ρ> 0 .

取ρ= 1 ,则沿圆周Гρ : z = e
iφ

, 0≤φ≤2π,有

cn �=
1

2π∫
2π

0
cosh(e

iφ
+ e

- iφ
)e

- niφ
dφ

=
1

2π∫
2π

0
cosh( 2cos φ) cos nφdφ

 -
i

2π∫
2π

0
cosh ( 2cos φ) sin nφdφ .

命φ= 2π -θ,则可知等号右边第二个积分为零 .故

cn =
1
2π∫

2π

0
cosh(2cos φ)cos nφdφ .

所以 cn = c - n ( n = 1 ,2 ,⋯ ) .

所以 cosh z +
1
z

= c0 + ∑
∞

n = 1

cn ( z
n

+ z
- n

) .

§2 .解析函数的孤立奇点

孤立奇点是解析函数的奇点中最简单最重要的一种类型 .以

解析函数的洛朗展式为工具 ,我们能够在孤立奇点的去心邻域内

充分研究一个解析函数的性质 .

1 .孤立奇点的三种类型  已经说过 ,如 a 为函数 f ( z )的孤

立奇点 ,则 f ( z)在 a点的某去心邻域 K - { a}内可以展成洛朗级

数

f ( z ) = ∑
∞

n = - ∞

cn ( z - a)
n

.

我们称非负幂部分∑
∞

n = 0

cn ( z - a)
n
为 f ( z )在点 a 的正则部

分 ,而称负幂部分∑
∞

n = 1

c - n ( z - a )
- n
为 f ( z )在点 a 的主要部分 .

这是因为实际上非负幂部分表示在点 a 的邻域 K : | z - a | < R 内
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的解析函数 ,故函数 f ( z )在点 a 的奇异性质完全体现在洛朗级

数的负幂部分上 .

定义 5 .3  设 a为函数 f ( z )的孤立奇点 .

(1 ) 如果 f ( z)在点 a的主要部分为零 ,则称 a 为 f ( z )的可

去奇点 (见例 5 .3 ) .

(2 ) 如果 f ( z)在点 a的主要部分为有限多项 ,设为

c - m

( z - a)
m +

c - ( m - 1 )

( z - a)
m - 1 +⋯ +

c - 1

z - a
( c - m≠0) ,

则称 a为 f ( z )的 m阶极点 (见例 5 .2) .一阶极点也称为单极点 .

(3 ) 如果 f ( z )在点 a 的主要部分有无限多项 , 则称 a 为

f ( z )的本质奇点 (见例 5 .4 及例 5 .5 ) .

以下我们分别讨论三类孤立奇点的特征 .

2 .可去奇点  如果 a为函数 f ( z )的可去奇点 ,则有

f ( z ) = c0 + c1 ( z - a) + c2 ( z - a)
2

+⋯ (0 < | z - a | < R) .

上式等号右边表圆 K : | z - a | < R 内的解析函数 .如果命 f ( a) =

c0 ,则 f ( z )在圆 K 内与一个解析函数重合 .也就是说 , 我们将

f ( z )在点 a 的值加以适当定义 ,则点 a 就是 f ( z )的解析点 .这就

是我们称 a为 f ( z )的可去奇点的由来 .

例如 ,当我们约定
sin z

z z = 0
= 1 时 ,

sin z
z
在 z = 0 就解析了 .

定理 5 .3  如果 a 为函数 f ( z )的孤立奇点 ,则下列三条是等

价的 .因此 ,它们中的任何一条都是可去奇点的特征 .

(1 ) f ( z )在点 a的主要部分为零 ;

(2 ) lim
z→ a

f ( z ) = b(≠∞ ) ;

(3 ) f ( z )在点 a的某去心邻域内有界 .

证  只要证明 (1 )推出 ( 2) ; ( 2)推出 (3 ) ; (3 )推出 ( 1)就行了 .

(1 )推出 ( 2) :由 ( 1)知

f ( z ) = c0 + c1 ( z - a) +⋯ (0 < | z - a | < R) ,

于是 lim
z→ a

f ( z ) = c0 (≠∞ ) .
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(2 ) 推出 ( 3) :即例 1 .27 .

(3 ) 推出 ( 1) :设 f ( z )在点 a 的某去心邻域 K - { a}内以 M

为界 .考虑 f ( z)在点 a的主要部分

c - 1

z - a
+

c - 2

( z - a)
2 +⋯ +

c - n

( z - a)
n +⋯ ,

c - n =
1

2πi∫Γ
f (ζ)

(ζ- a)
- n + 1 dζ( n = 1 , 2 , 3 ,⋯ ) ,

而Γ为全含于 K 内的圆周 |ζ- a | =ρ,ρ可以充分小 .于是由

| c - n | �=
1

2πi∫Γ
f (ζ)

(ζ - a)
- n + 1 dζ

≤
1

2π
·

M
ρ

- n + 1 2πρ= Mρ
n

即知当 n = 1 , 2 ,⋯时 , c - n = 0 .即是说 , f ( z )在点 a 的主要部分为

零 .

3 .施瓦茨 (Schwarz)引理  如果函数 f ( z )在单位圆 | z | < 1

内解析 ,并且满足条件

f (0 ) = 0 , | f ( z ) | < 1 ( | z | < 1) ,

则在单位圆 | z | < 1 内恒有

| f ( z ) |≤ | z | ,

且有 | f′(0 ) |≤1 .

如果上式等号成立 ,或在圆 | z | < 1 内一点 z0≠0 处前一式等号成

立 ,则 (当且仅当 )

f ( z ) = e
iα

z  ( | z | < 1 ) ,

其中α为一实常数 .

证  设

f ( z ) = c1 z + c2 z
2

+⋯ ( | z | < 1) .

令

φ( z ) =
f ( z)

z
= c1 + c2 z +⋯ ( z≠0 ) ,
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定义φ(0 ) = c1 = f′( 0) ,则φ( z )在 | z | < 1 内解析 .

考虑φ( z )在单位圆 | z | < 1 内任一点 z0 处的值 ,如果 r 满足

条件 | z0 | < r < 1 ,根据最大模原理 ,有

|φ( z0 ) |≤max
| z | = r

|φ( z) | = max
| z | = r

f ( z )
z
≤

1
r

.

让 r→1 即得

|φ( z0 ) |≤1 .

于是 | f′(0 ) | = |φ(0 ) |≤1 ,且当 z0≠0 时 ,有

|φ( z0 ) | =
f ( z0 )

z0
≤1 ,

即 | f ( z0 ) |≤ | z0 | .

如果这些关系式中 ,有一个取等号 ,这就意味着在单位圆 | z |

< 1 内的某一点 z0 ,模数 |φ( z) |达到最大值 ,这只有φ( z )≡常数

e
iα

(α为实数 )时才可能 ,此即 f ( z )≡e
iα

z .

从几何上看 , 施瓦茨引理表明 : 任一解析变换 w = f ( z ) ,

f ( 0) = 0 ,当它把单位圆变到一个单位圆内的区域Δ上去时 ,圆内

任一点 z≠0 的像都比 z 本身距坐标原点为近 .而如果有一个点

的像与这个点本身距坐标原点有相同距离的话 ,则Δ就与单位圆

相同 ,变换就仅仅是一个旋转 (图 5 .3) .

图 5 .3
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*
注  施瓦茨引理有如下一个简单改进 :

我们保留假设条件不变 .如果原点是函数 f ( z )的λ阶零点 ,

就可以考虑函数
f ( z )

z
λ ,与刚才的情形一样 ,我们由此可以得到

| f ( z) |≤ | z |
λ

,

并且只有当

f ( z ) = e
iα

z
λ

(α为实数 )

时 ,等号才成立 .这样 ,在这个特殊情形之下 ,函数的模就有了一个

比前面公式中更小的界限 .

4 .极点

定理 5 .4  如果函数 f ( z )以点 a 为孤立奇点 ,则下列三条是

等价的 .因此 ,它们中的任何一条都是 m 阶极点的特征 .

(1 ) f ( z )在点 a的主要部分为

c - m

( z - a)
m +⋯ +

c - 1

z - a
( c - m≠0) ;

(2 ) f ( z )在点 a的某去心邻域内能表成

f ( z ) =
λ( z )

( z - a)
m , (5 .11)

其中λ( z )在点 a 邻域内解析 ,且λ( a)≠0;

(3 ) g( z ) =
1

f ( z )
以点 a 为 m 阶零点 (可去奇点要当作解析

点看 ,只要令 g( a) = 0 ) .

注  第 (3 )条表明 :

f ( z )以点 a 为 m 阶极点�
1

f ( z )
以点 a 为 m 阶零点 .

证  (1 )推出 ( 2) :若 ( 1)为真 ,则在点 a 的某去心邻域内有

f ( z ) �=
c - m

( z - a)
m +

c - ( m - 1 )

( z - a)
m - 1 +⋯ +

c - 1

z - a

    + c0 + c1 ( z - a) +⋯
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=
c - m + c - ( m - 1 ) ( z - a) +⋯

( z - a)
m =

λ( z )
( z - a)

m ,

其中λ( z )显然在点 a 的邻域内解析 ,且λ( a) = c - m≠0 .

(2 )推出 ( 3) :若 ( 2)为真 ,则在点 a 的某去心邻域内有

g( z) =
1

f ( z )
=

( z - a)
m

λ( z )
,

其中
1
λ( z )
在点 a 的某邻域内解析 ,且

1
λ( a)
≠ 0 (由例 1 .28 ) .因

此 , a 为 g( z)的可去奇点 , 作为解析点来看 ,只要令 g ( a ) = 0 , a

就为 g( z)的 m 阶零点 .

(3 ) 推出 ( 1) :如果 g( z) =
1

f ( z)
以点 a 为 m 阶零点 ,则在点

a的某邻域内

g( z ) = ( z - a)
m
φ( z)

(见 ( 4 .14 ) ) ,其中 φ( z )在此邻域内解析 ,且φ( a)≠0 .这样一来

f ( z ) =
1

( z - a)
m·

1
φ( z )

.

因
1
φ( z)
在点 a 某邻域内解析 (由例 1 .28) ,如在此邻域内命

1
φ( z )

= c - m + c - ( m - 1 ) ( z - a) +⋯

为其泰勒展式 ,则 f ( z)在点 a的主要部分就是

c - m

( z - a)
m +

c - ( m - 1 )

( z - a)
m - 1 +⋯ +

c - 1

z - a
c - m =

1
φ( a)
≠0 .

下述定理也能说明极点的特征 ,其缺点是不能指明极点的阶 .

定理 5 .5  函数 f ( z )的孤立奇点 a 为极点的充要条件是

lim
z→ a

f ( z ) =∞ .

证  函数 f ( z )以 a 为极点的充要条件是
1

f ( z )
以 a 为零点

(上定理之 ( 3) ) ,由此知定理为真 .

例 5 .7  函数
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f ( z) =
5 z + 1

( z - 1) (2 z + 1 )
2

以 z = 1 为一阶极点 , z = -
1
2
为二阶极点 (由定理 5 .4( 3) ) .

5 .本质奇点

定理 5 .6  函数 f ( z )的孤立奇点 a 为本质奇点的充要条件

是

lim
z→ a

f ( z)≠
b(有限数 )

∞
,即lim

z→ a
f ( z )不存在 .

这可由定理 5 .3 之 (2 )及定理 5 .5 得到证明 .

定理 5 .7  若 z = a 为函数 f ( z )之一本质奇点 ,且在点 a 的

充分小去心邻域内不为零 ,则 z = a亦必为
1

f ( z)
的本质奇点 .

证  命 φ( z) =
1

f ( z )
.由假设 , z = a 必为φ( z )的孤立奇点 .

若 z = a 为φ( z )的可去奇点 (解析点 ) ,则 z = a 必为 f ( z )的可去

奇点或极点 ,此与假设矛盾 ;若 z = a 为φ( z )的极点 ,则 z = a 必

为 f ( z )的可去奇点 (零点 ) ,亦与假设矛盾 .故 z = a 必为φ( z )的

本质奇点 .

例 5 .8  z = 0 为 e
1
z的本质奇点 .因为

e
1
z = 1 +

1
z

+
1

2 !z
2 +⋯ +

1
n !z

n +⋯ .

( 0 < | z | < +∞ )

由定理 5 .7 ,我们可以断定 z = 0 亦为 e
-

1
z 的本质奇点 .在上

式中将 z 改为 - z ,也可看出这一点 .

注  就本书所遇到的奇点情况来看 ,可以列表如下 :
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6 .皮卡 ( Picard)定理

魏尔斯特拉斯 1876 年给出下面的定理 ,描述出解析函数在本

质奇点邻域内的特性 .

定理 5 .8  如果 a 为函数 f ( z )的本质奇点 ,则对于任何常数

A ,不管它是有限数还是无穷 ,都有一个收敛于 a 的点列{ zn } ,使

得

lim
z

n
→ a

f ( zn ) = A .

换句话说 ,在本质奇点的无论怎样小的去心邻域内 ,函数 f ( z )可

以取任意接近于预先给定的任何数值 (有限的或无穷的 ) .

证  (1 ) 在 A =∞的情形 ,定理是正确的 .因为函数 f ( z )的

模在 a的任何去心邻域内都是无界的 .否则 , a 必为 f ( z )的可去

奇点 .

(2 ) 现在设 A≠∞ .

可能有这种情形发生 ,在点 a 的任意小的去心邻域内有这样

一点 z 存在 ,使 f ( z ) = A .在这种情形下 ,定理已经得证 .

因此 ,我们可以假定 ,在点 a的充分小的去心邻域 K - { a}内

f ( z )≠ A .这样 ,由定理 5 .7 ,函数

φ( z ) =
1

f ( z ) - A

在 K - { a}内解析 , 且以 a 为本质奇点 (因 a 为 f ( z )的本质奇

点 ) .根据前面 (1 )段的结果 ,必定有一个趋向 a的点列{ zn }存在 ,

使得

lim
z

n
→ a
φ( z) =∞ .
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由此推出

lim
z

n
→ a

f ( zn ) = A .

思考题  试描述这个魏尔斯特拉斯定理的几何意义 .

我们用两个例子来说明这个定理 .

例 5 .9  f ( z) = sin
1
z

.

这里原点是 f ( z )的本质奇点 .事实上 ,当 z→0 时 , sin
1
z
不趋

于任何 (有限的或无穷的 )极限 .只要考察 z 取实数值就可以发现

这一点 .

如果 A =∞ ,则可设 zn =
i
n

, 即
1
zn

= - i n , 我们得 : n→∞时

sin
1
zn

= - i sinh n→∞ .

现在设 A≠∞ .为了得到如魏尔斯特拉斯定理中所说的点列

{ zn } ,我们解方程

sin
1
z

= A ,

得
1
z

= Arc sin A =
1
i

Ln ( i A + 1 - A
2

) .

于是 zk =
i

ln( i A + 1 - A
2

) + 2 kπi
, ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) .

若取 zn =
i

ln( i A + 1 - A
2

) + 2 nπi
,

并使 n = 1 , 2 ,⋯ ,我们得到点列{ zn }→0 ,并满足条件

f ( zn ) = A( n = 1 , 2 ,⋯ ) .

因此

lim
n→∞

f ( zn ) = A .

思考题  z = 0 是否为
1

sin
1
z

的本质奇点 ?
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例 5 .10  f ( z ) = e
1
z .

这里 ,原点是 f ( z)的本质奇点 .(见例 5 .8)

设 A =∞ ,取 zn =
1
n

,我们有

f ( zn ) = e
n
→∞ (当 n→∞时 ) .

就是说 ,当 A =∞时 ,点列
1
n
适合魏尔斯特拉斯定理中的论断 .

现在设 A = 0 ,若令 zn = -
1
n

,我们有

f ( zn ) = e
- n
→0(当 n→∞时 ) .

就是说 ,定理的论断在此情形也得到证实 .

最后 ,设 A≠0 , A≠∞ .这里极易由解方程

e
1
z = A

来取相应的点 zn .我们得

1
z

= Ln A ,

于是

zk =
1

ln A + 2 kπi
, ( k = 0 ,±1 ,⋯ ) .

若取

zn =
1

ln A + 2 nπi
( n = 1 , 2 ,⋯ ) ,

我们就有收敛于零且满足条件 f ( zn ) = A 的点列{ zn } .于是

lim
n→∞

f ( zn ) = A .

在例 5 .9 与例 5 .10 中 ,我们看到了 ,除了个别的例外 (前例中

的 A =∞ ,后例中的 A =∞ , A = 0 ) ,不但有点列{ zn }使满足 � 艥极限

� c等式

lim
z

n
→ a

f ( zn ) = A ,

而且还有点列{ zn }使满足 � 侨准确等式
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f ( zn ) = A( n = 1 , 2 ,⋯ ) .

在一般情况下 ,也有类似的结果 .下列定理是皮卡于 1879 年

给出的 :

定理 5 .9  (皮卡 (大 )定理 )  如果 a 为函数 f ( z )的本质奇

点 ,则对于每一个 A≠∞ ,除掉可能一个值 A = A0 外 ,必有趋于

a的无限点列{ zn }使 f ( zn ) = A  ( n = 1 , 2 ,⋯ ) .

必须指出 ,皮卡定理较之魏尔斯特拉斯定理是更普遍并且更

深刻了 .但它只是函数值分布理论的早期结果之一 .

皮卡证明的方法虽然很短① , 但却利用了一种称为椭圆模函

数的性质这种较高深的数学工具 .后人虽有多种浅近的证明②③方

法 ,但都非常繁复 .本书限于篇幅 ,不加证明 .

从皮卡定理出发 ,近代在这个方面还有许多深刻的研究 ,这些

都是属于解析函数的值的分布理论范围 ,这里就不深入讨论了 .

§3 .解析函数在无穷远点的性质

上一节讨论的是函数的孤立奇点为有限的情形 .由于函数

f ( z )在点∞总是无意义的 ,所以点∞总是 f ( z )的奇点 .

定义 5 .4  设函数 f ( z )在无穷远点 (去心 )邻域

N - {∞}∶+∞ > | z | > r≥0

内解析 ,则称点∞为 f ( z)的一个孤立奇点 .

设点∞为 f ( z )的孤立奇点 ,利用变换 z′=
1
z

,于是
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φ( z′) = f
1
z′

= f ( z ) (5 .12)

在去心邻域 K - {0} : 0 < | z′| <
1
r

(如 r = 0 规定
1
r

= + ∞ )内解

析 .z′= 0 就为φ( z′)之一孤立奇点 .我们还看出 :

(1 ) 对应于扩充 z 平面上无穷远点的去心邻域 N - {∞} ,有

扩充 z′平面上原点的去心邻域 ;

(2 ) 在对应的点 z 与 z′上 ,函数 f ( z )与φ( z′)的值相等 ;

(3 ) lim
z→∞

f ( z ) = lim
z′→ 0
φ( z′) ,或两个极限都不存在 .

从这里 ,我们很自然地根据 φ( z′)在原点的状态来规定函数

f ( z )在无穷远点的状态 .即有

定义 5 .5  若 z′= 0 为 φ( z′)的可去奇点 (解析点 )、m 阶极

点或本质奇点 ,则我们相应地称 z =∞为 f ( z )的可去奇点 (解析

点 )、m 阶极点或本质奇点 .

注  虽然我们可以定义 f (∞ ) , 但在无穷远点处没有定义差

商 ,因此我们没有定义 f ( z )在无穷远点处的可微性 .但由定义

5 .5 可见 ,所谓 � 繰f ( z )在点∞解析 ,就是指点∞为 f ( z )的可去奇点 , � 繨

且定义 f (∞ ) = lim
z→∞ � 例

f ( z ) .

设在去心邻域 K - {0} : 0 < | z′| <
1
r
内将φ( z′)展成洛朗级

数 :

φ( z′) = ∑
∞

n = - ∞

cn z′
n

.

令 z′=
1
z

,并根据 (5 .12) ,则有

f ( z ) = ∑
∞

n = - ∞

bn z
n

, (5 .13)

其中 bn = c - n ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) .

(5 .13)为 f ( z )在无穷远点去心邻域 N - {∞} :0≤ r < | z | <
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+∞内的洛朗展式 .对应 φ( z′)在 z′= 0 的主要部分 , 我们称

∑
∞

n = 1

bn z
n � ��
为 f ( z )在 z =∞的主要部分 .

注  我们来观察这样一个特例 :设函数 f ( z )在 C∞上只有奇

点 z = 0 和 z =∞ ,则可设

f ( z ) "= a0 +
a1

z
+⋯ +

an

z
n +⋯ + b1 z + b2 z

2
+⋯

 + bn z
n

+⋯ (0 < | z | < +∞ ) ,

这样就把函数 f ( z ) - a0 一分为二 : ∑
∞

n = 1

an

z
n 及∑

∞

n = 1

bn z
n

.在 z = 0

的去心邻域 0 < | z | < +∞内 ,前者是主部 ,起主导作用 , f ( z )的

性质主要由前者所规定 ,而后者则是次要的 .但是当 | z | 逐渐变

大 ,趋向 +∞时 ,主要和非主要就互相转化 .在 z = ∞的去心邻域

0 < | z | < +∞内 ,后者是主部 ,起主导作用 ,决定 f ( z )的性质 ,而

前者却变为次要的 .

由上述定义及性质 (1 ) , (2 ) , (3 )等 ,我们易得

定理5 .3′ (对应于定理 5 .3)函数 f ( z )的孤立奇点 z =∞为

可去奇点的充要条件是下列三条中的任何一条成立 :

(1 ) f ( z )在 z =∞的主要部分为零 ;

(2 ) lim
z→∞

f ( z ) = b(≠∞ ) ;

(3 ) f ( z )在 z =∞的某去心邻域 N - {∞}内有界 .

定理5 .4′ (对应于定理 5 .4)  函数 f ( z )的孤立奇点 z =∞

为 m 阶极点的充要条件是下列三条中的任何一条成立 :

(1 ) f ( z )在 z =∞的主要部分为

b1 z + b2 z
2

+⋯ + bm z
m

( bm≠0) ;

(2 ) f ( z )在 z =∞的某去心邻域 N - {∞}内能表成

f ( z ) = z
m
·μ( z) , (5 .11)′

其中μ( z )在 z =∞的邻域 N 内解析 ,且μ(∞ )≠0;
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(3 ) g( z ) =
1

f ( z )
以 z =∞为 m 阶零点 (只要令 g(∞ ) = 0 ) .

例 5 .11  由 f ( z ) =
1

( z - 1) ( z - 2 )
在 2 < | z | < +∞内的洛

朗展式 (见例 5 .1 ( 3 ) ) , 知它以 z = ∞为可去奇点 ,并且作为解析

点来看是二阶零点 (只要让 f (∞ ) = 0 ) .

又  g( z ) :=
1

f ( z )
= ( z - 1) ( z - 2)

= z
2

1 -
1
z

1 -
2
z

,

以 z =∞为二阶极点 .这里

μ( z ) = 1 -
1
z

1 -
2
z

,μ(∞ ) = 1≠0 .

定理 5 .5′ (对应于定理 5 .5 )  函数 f ( z )的孤立奇点∞为

极点的充要条件是 lim
z→∞

f ( z ) =∞ .

定理 5 .6′ (对应于定理 5 .6 )  函数 f ( z )的孤立奇点∞为

本质奇点的充要条件是下列两条中的任何一条成立 :

(1 ) f ( z )在 z =∞的主要部分有无穷多项正幂不等于零 ;

(2 ) lim
z→∞

f ( z )不存在 (即当 z 趋向于∞时 , f ( z )不趋向于任何

(有限或无穷 )极限 ) .

注  定理 5 .7、5 .8 及 5 .9 对 z =∞是 f ( z)的本质奇点也真 .

下面我们再举几个其他类型的例子 .

例5 .12  将多值解析函数 Ln
z - a
z - b
的各分支在无穷远点的

某去心邻域内展成洛朗级数 .

解  无穷远点不是

Ln
z - a
z - b

的支点 ,故能在点∞的邻域 | z | > max{ | a | , | b | }内分出单值解析

分支 .且在此去心邻域内 ,各支均能展成洛朗级数 .现在第 k支
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ln
z - a
z - b

�= ln
1 -

a
z

1 -
b
z

       

= ln 1 -
a
z

- ln 1 -
b
z

+ 2 kπi ,

其中 ln 1 -
a
z
及 ln 1 -

b
z
均表主值支 .由 (4 .12)即得

ln
z - a
z - b

�= 2 kπi - ∑
∞

n = 1

1
n

a
z

n

+ ∑
∞

n = 1

1
n

b
z

n

= 2 kπi + ∑
∞

n = 1

b
n

- a
n

n
·

1
z

n ( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ ) .

由此可见 , z = ∞实为各单值解析分支的单值性孤立奇点———可

去奇点 .

例 5 .13  在点 z =∞的去心邻域内将函数

f ( z ) = e
z

z + 2

展成洛朗级数 .

解  令 z =
1
ζ

,则得

f
1
ζ

= e

1
ζ

1
ζ

+ 2
= e

1
1 + 2ζ ,

而点ζ= 0 是此函数的解析点 .将此函数简记为φ(ζ) ,就得

φ′(ζ) = -
2

(1 + 2ζ)
2 e

1
1 + 2ζ ,

φ″(ζ) = e
1

1 + 2ζ
8

(1 + 2ζ)
3 +

4
( 1 + 2ζ)

4 .

等等 .于是 φ( 0) = e ,φ′( 0) = - 2e,φ″(0 ) = 12e等等 .

由此得 φ(ζ) = e( 1 - 2ζ+ 6ζ
2

+⋯ ) .

所以

e
z

z + 2 = e 1 -
2
z

+
6
z

2 +⋯  (2 < | z | < +∞ ) ,
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这里 z =∞是 f ( z)的可去奇点 ,如令 f (∞ ) = e,则化为解析点 .

例5 .14  求出函数
tan ( z - 1 )

z - 1
的奇点 (包括无穷远点 ) ,并确

定其类别 .

解  
tan ( z - 1)

z - 1
=

sin ( z - 1)
( z - 1 )cos ( z - 1)

,

以 z = 1 为可去奇点 ; zk = 1 +
2 k + 1

2
π, k = 0 ,±1 ,⋯为一阶极点 ;

z =∞为这些极点的聚点 ,是个非孤立奇点 .

例 5 .15  问函数 sec
1

z - 1
在 z = 1 的去心邻域内能否展开为

洛朗级数 .

解  因 z = 1 为函数

sec
1

z - 1
=

1

cos
1

z - 1

的非孤立奇点 . 注意 : sec
1

z - 1
的奇点除 z = 1 外 ,还有奇点

zk =
1

k +
1
2
π

+ 1 , k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯

以 z = 1 为聚点 . 故此函数在 z = 1 的去心邻域内不能展开为洛

朗级数 .

例5 .16  若函数 f ( z )在 0 < | z - a | < R 内解析 ,且不恒为

零 ;又若 f ( z)有一列异于 a但却以 a 为聚点的零点 .试证 a必为

f ( z )的本质奇点 .

证  z = a 必是 f ( z )的孤立奇点且不能是可去奇点 .否则

f ( z )于 | z - a | < R 内解析 (令 f ( a ) = 0 )且以 a 为非孤立的零

点 .由推论 4 .19 必有 f ( z )恒为零 ,这与假设矛盾 .

其次 , z = a 也不能是 f ( z )的极点 .否则 ,对任给 M > 0 , 有

δ> 0 ,使当 0 < | z - a | <δ时 , | f ( z) | > M .也与假设矛盾 .
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故 z = a 必为 f ( z)的本质奇点 .

注  在本节最后 , 我们把第一章§4 定义过的无穷远点邻域

的概念推广如下 ,以方便应用 :

无穷远点邻域正好对应着以北极点 N 为心的一个球盖 ,在复

平面C∞ 上就是任何一个圆周的外部 (包含点∞ ) .确切地说 ,

� 筎N (∞ )∶r < | z - a |就称为以 z = a为中心的 z = ∞的邻域 (包含

� 辊点∞ ) ; N (∞ ) - {∞}∶r < | z - a | < + ∞就称为以 z = a 为中心

� 簴的 z =∞的去心邻域 .

当 a = 0 时 ,这就是第一章§4 定义过的情形 .

设函数 f ( z )在C∞上只有奇点 z = a 和 z = ∞ ,则其洛朗展式

可设为

f ( z) �= a0 +
a1

z - a
+⋯ +

an

( z - a)
n +⋯ + b1 ( z - a) + b2 ( z - a)

2
+

 ⋯ + bn ( z - a)
n

+⋯ ( r < | z - a | < +∞ ) .

§4 .整函数与亚纯函数的概念

根据解析函数的孤立奇点特征 ,便可以区分出两种最简单的

解析函数族 .

1 .整函数  在第三章我们已经定义过 ,在整个 z 平面上解析

的函数 f ( z)称为整函数 .

设 f ( z )为一整函数 ,则 f ( z )只以 z =∞为孤立奇点 ,且可设

f ( z) = ∑
∞

n = 0

cn z
n
 ( 0≤ | z | < +∞ ) . (5 .14)

于是显然有

定理 5 .10  若 f ( z )为一整函数 ,则

(1 ) z =∞为 f ( z)的可去奇点的充要条件为: f ( z) =常数 c0 .

(2 ) z =∞为 f ( z )的 m 阶极点的充要条件为 : f ( z )是一个

m 次多项式 c0 + c1 z +⋯ + cm z
m

( cm≠0 ) .
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(3 ) z =∞为 f ( z )的本质奇点的充要条件为 :展式 ( 5 .14 )有

无穷多个 cn 不等于零 .(我们称这样的 f ( z )为超越整函数 .)

由此可见 ,整函数族按惟一奇点 z = ∞的不同类型而被分成

了三类① .

例如 , e
z
, sin z 及 cos z 都是超越整函数 .

2 .亚纯函数

定义 5 .6  在 z 平面上除极点外无其他类型奇点的单值解析

函数称为亚纯函数 .

亚纯函数族是较整函数族更一般的函数族 .

定理 5 .11  一函数 f ( z )为有理函数的充要条件为 : f ( z )在

扩充 z 平面上除极点外没有其他类型的奇点 .

证  必要性  设有理函数

f ( z) =
P( z )
Q ( z)

,

其中 P( z)与 Q ( z )分别为 z 的 m 次与 n 次多项式 ,且彼此互质 ,

则

(1 ) 当 m > n 时 , z =∞必为 f ( z )的 m - n 阶极点 ;

(2 ) 当 m≤ n 时 , z =∞必为 f ( z )的可去奇点 ,只要置

f (∞ ) = lim
z→∞

P( z )
Q ( z )

, z =∞就是 f ( z )的解析点 ;

(3 ) Q ( z)的零点必为 f ( z )的极点 .

充分性  若 f ( z )在扩充 z 平面上除极点外无其他类型的奇

点 ,则这些极点的个数只能是有限个 .因若不然 ,这些极点在扩充

z 平面上的聚点就是 f ( z )的非孤立奇点 .与假设矛盾 .

今命 f ( z )在 z 平面上的极点为 z1、z2、⋯、zn , 其阶分别为

λ1、λ2、⋯、λn ,则函数

g( z ) = ( z - z1 )
λ

1 ( z - z2 )
λ

2 ⋯ ( z - zn )
λ

n f ( z )
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至多以 z =∞为极点 ,而在 z 平面上解析 .故 g( z )必为一多项式

(或常数 ) .即必 f ( z)为有理函数 .

由此可见 ,每一有理函数都是亚纯函数 .

定义 5 .7  非有理函数的亚纯函数称为超越亚纯函数 .

例 5 .17  
1

e
z

- 1
是一个超越亚纯函数 ,因为它有无穷多个极

点 :

z = 2 kπi( k = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ ) ,

其聚点 z =∞是一个非孤立奇点 .故此函数不可能是一有理函数 .

整函数也看成是亚纯函数的一种特例 .

注  可去奇点既然可以除去后成为解析点 ,所以在定义及定

理的条件中 ,一般都不提到它 .
*
例 5 .18  试证 : f ( z )是单叶整函数的充要条件为

f ( z ) = az + b  ( a≠0 ) .

证  充分性  由于函数

w = f ( z ) = a z + b( a≠0 )

及其反函数

z =
1
a

( w - b)

都是单值整函数 (一次多项式 ) .所以

f ( z ) = a z + b  ( a≠0 )

是单叶整函数 .

必要性  设 f ( z )是单叶整函数 .由定理 5 .10 , 整函数分三

类 :

(1 ) f ( z )为常数 ,这与单叶性假设矛盾 ;

(2 ) f ( z )为超越整函数 ,

f ( z ) = c0 + c1 z +⋯ + cn z
n

+⋯ ,

( 0≤ | z | < +∞ )

它的惟一奇点是本质奇点 z = ∞ .再由皮卡大定理 , 对每个 A
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≠∞ ,除掉可能一个值 A = A0 外 ,必有趋于∞的无限点列{ zn }使

f ( zn ) = A ( n = 1 , 2 ,⋯ ) .这也与 f ( z )的单叶性假设矛盾 ;

(3 ) f ( z )为一多项式 ,

f ( z ) = c0 + c1 z +⋯ + cn z
n

( cn≠0) .

对每个 A≠∞ ,由代数学基本定理 , f ( z ) = A 必有且只有 n 个根

(是几重根就算作几个根 ) .但由 f ( z )的单叶性假设 ,必有 n = 1 .

即必有

f ( z) = c0 + c1 z  ( c1≠0 ) .

也可写成 f ( z ) = az + b  ( a≠0 ) .

*
§5 .平面向量场———解析函数的应用 (二 )

1 .奇点的流体力学意义  在第三章§5 中已经知道 ,流体在

区域 D 内作无源、漏的无旋流动时 ,对应复势 f ( z )是 D 内的解

析函数 (可能是多值的 ) .现在我们举两个例子来说明某些奇点具

有的流体力学意义 .

例5 .19  考查复势为 f ( z ) =
N

2π
ln z 的流动 ( N 为非零实

数 ) .

解  我们知道 f ( z ) =
N

2π
ln z 对应的流动在 0 < | z | < +∞内

是无源、漏的并且是无旋的 .现在我们来看看原点及∞ (作为 ln z

的支点 )有什么性质 .

令 z = re
iθ

,易知其势函数及流函数分别为

φ( r ,θ) =
N

2π
ln r ,ψ( r ,θ) =

N
2π
θ .

为了确定原点、∞及 N 的物理意义 , 考查沿圆周 C∶r =常数

的环量及流量 .

ΓC + i NC =∫C
f′( z ) d z =

N
2π∫C

d z
z

= i N .
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故ΓC = 0 , NC = N .即对于任意的同心圆周 r = 常数 ,均有相同的

流量流过 .这恰好说明 ,每单位时间内有 | N |这样多的流量自原点

涌出 ( N > 0 )到点∞漏掉或自点∞涌出 ( N < 0 )到原点漏掉 .即原

点就是一个源 ( N > 0)或漏 ( N < 0 ) .对应的 ,∞就算作一个漏 ( N

> 0)或源 ( N < 0 ) .而称 | N |为 � 傅源 (漏 )强 (图 5 .4 ) .

图 5 .4

故势线是同心圆周 r =常数 ,流线是过原点的射线θ=常数 ,

且此流动的复速度  v ( z) = f′( z ) =
N

2πz
,

以 z = 0 为一阶极点 ,以 z =∞为一阶零点 (只要令 v (∞ ) = 0) .

例 5 .20  考查复势 f ( z ) =
1
z
的流动情况 .

解  我们首先指出 ,
1
z
以 z = 0 为一阶极点 , 以 z = ∞为可去

奇点 (一阶零点 ,只要令 f (∞ ) = 0) ,它在 0 < | z | < +∞内是无源

(漏 )并且是无旋的 .

其次 ,容易算得势函数及流函数分别为

φ( x , y) =
x

x
2

+ y
2 ,ψ( x , y ) =

- y
x

2
+ y

2 ,

故势线及流线是经过原点 ,且互为正交的圆周 (图 5 .5) .

设 C是不过原点但包围原点的周线 ,则
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图 5 .5

ΓC + i NC �=∫C
f′( z ) d z

= -∫C

d z
z

2 = 0 .

这种流动 , 可以想像为 � 竉在原点处有

充分多的流体以无限大的速度涌出 , 同

时又以无限大的速度被漏掉 .原点称为

重源或称为偶极子 , 它是强度相同的一

个源及一个漏无限接近而它们的强度无

限增大时的极限情形 .

2 .在电场中的应用举例  在平面电场中 ,电通φ和电位ψ都

是调和函数 ,即它们都满足拉普拉斯方程 ,而且电力线 (相当于势

线 )φ= k1 和等位线 (相当于流线 )ψ= k2 互相正交 .这种性质正好

和一个解析函数的实部和虚部所具有的性质相符合 .因此 ,在研究

平面电场时 ,常将电场的电通 φ(相当于势函数 )和电位ψ(相当于

流函数 )分别看作一个解析函数的实部和虚部 ,而将它们合为一个

解析函数进行研究 .这种由电通作实部 ,电位作虚部组成的解析函

数

f ( z ) =φ( x , y) + iψ( x , y )

称为电场的复电位 (相当于复势 ) .

如果不是利用解析函数作为研究电场的工具 ,则研究电场的

电通和电位是孤立进行的 ,看不出它们之间的联系 ,在研究过程中

也无一定的方法可循 .如果使用解析函数 ,则这些缺点都可以克

服 ,而且计算起来亦较简单 .反过来 ,如果知道了一个平面电场的

复电位 ,则通过对复电位的实部和虚部的研究 ,便可得出电场的分

布情况 .

注  静电场的势函数一定是单值函数 .

例 5 .21  已知一电场的电力线方程为

arctan
y

x + b
- arctan

y
x - b

= k1 ,
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试求其等位线方程和复电位 .

解  设复电位 f ( z ) =φ+ iψ,则

φ( x , y ) = arctan
y

x + b
- arc tan

y
x - b

.

根据 C . - R .方程 ,

ψy =φx =
- y

( x + b)
2

+ y
2 +

y
( x - b)

2
+ y

2 .

两边对 y 积分 ,得

ψ( x , y) y=∫ y
( x - b)

2
+ y

2 -
y

( x + b)
2

+ y
2 d y .     

=
1
2

ln [( x - b)
2

+ y
2

] -
1
2

ln [( x + b)
2

+ y
2
] +λ( x ) .

又ψx = - φy ,

而  ψx =
x - b

( x - b)
2

+ y
2 -

x + b
( x + b)

2
+ y

2 +λ′( x ) ,

φy =
x + b

( x + b)
2

+ y
2 -

x - b
( x - b)

2
+ y

2 ,

故λ′( x ) = 0 ,即λ( x ) =λ为一常数 .于是得等位线方程为

1
2

ln[ ( x - b)
2

+ y
2

] -
1
2

ln [ ( x + b)
2

+ y
2

] +λ=λ1 ,

或 ln
( x - b)

2
+ y

2

( x + b)
2

+ y
2 = k2  ( k2 =λ1 - λ) .

复电位为

f ( z ) = |arc tan
y

x + b
- arctan

y
x - b

+ i ln
( x - b)

2
+ y

2

( x + b)
2

+ y
2 ,

或 f ( z) = i ln
z - b
z + b

.

这是双曲线传输线所产生的电场 (图 5 .6 ) . f ( z )的支点 - b及 + b

就是这个电场的正、负电荷位置 .
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通过上面的讨论 ,我们知道 ,利用解析函数对电场进行研究是

十分理想的 ,它可将对电场的电位和电通的研究联系起来 ,克服了

分别研究的复杂手续 ,而且使问题得到了简化 .但找出这样的解析

函数是极不容易的 .因此 ,一般是将问题反转过来 ,不是根据电场

去找解析函数 ,而是先研究一些不同的解析函数 ,找出它们所表示

的电场图形 ,再由这些电场的图形 ,推出带电导体的形状 .如此积

累了一些电场图形与解析函数之间的关系 ,再由这些已知的关系 ,

推出新电场的复电位函数 .即使现有导体的形状为已知的关系所

不具备 ,也可选用近似的形状 , 把所得的解析函数用于现有的情

况 ,较无根据的猜测 ,总要好些 .下面就介绍一个由解析函数所表

示的电场 .

图 5 �.6 图 5 �.7

  例 5 .22  求由 f ( z ) = z
1
2 所表现的电场 .

解  设 f ( z ) = u + i v ,

则 ( u + i v )
2

= x + i y .

故 u
2

- v
2

= x , 2 uv = y .

解两式得

y
2

= 4 u
2

( u
2

- x ) ,

或 y
2

= 4 v
2

( v
2

+ x ) .

令 u = k1 ,得电力线方程为
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y
2

= 4 k
2
1 ( k

2
1 - x ) ,

即 y
2

= - 2 p( x - a) (这里 p = 2 k
2
1 , a = k

2
1 ) ,

这是抛物线 .

令 v = k2 ,得等位线方程为

y
2

= 4 k
2

2 ( k
2

2 + x ) ,

即 y
2

= 2 p( x + a) (这里 p = 2 k
2
2 , a = k

2
2 ) ,

这也是抛物线 .

第五章习题

(一 )

1  将下列各函数在指定圆环内展为洛朗级数 .

( 1)
z + 1

z2 ( z - 1 )
, 0 < | z | < 1 ;1 < | z | < + ∞ .

答 : �1)
z + 1

z
2

( z - 1 )
= -

1
z

2 - 2∑
∞

n = 0

zn - 1 , ( 0 < | z | < 1) ;

2)
z + 1

z2 ( z - 1 )
=

1
z2 + 2∑

∞

n = 0

1
zn + 3 , ( 1 < | z | < + ∞ ) .

( 2)
z

2
- 2 z + 5

( z - 2) ( z2 + 1 )
,1 < | z | < 2 .

答 :原式 = 2∑
∞

n = 1

( - 1)
n 1

z2 n - ∑
∞

n = 0

zn

2 n + 1 .

( 3)
e

z

z( z2 + 1)
,0 < | z | < 1 ,只要含

1
z
到 z2 各项 .

答 :原式 =
1
z

+ 1 -
z
2

-
5
6

z2 + ⋯ .

2  将下列各函数在指定点的去心邻域内展成洛朗级数 ,并指出其收敛

范围 .

( 1)
1

( z2 + 1 )2 , z = i .
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答 :原式 = ∑
∞

n = 0

( - 1 ) n ( n + 1)
( z - i ) n - 2

(2i )
n + 2  (0 < | z - i | < 2 ) .

( 2) z2 e
1
z , z = 0 及 z = ∞ .

答 : z
2

e
1
z = ∑

∞

n = - 2

1
( n + 2) !
·

1
zn  (0 < | z | < + ∞) .

(0 < | z | < + ∞既是 z = 0 的去心邻域 ,又是以 z = 0 为中心 z = ∞的去心邻

域 .)

( 3) e
1

1 - z , z = 1 及 z = ∞ .

答 : e
1

1 - z = ∑
∞

n = 0

( - 1 ) n

n !
1

( z - 1)
n  (0 < | z - 1 | < +∞ ) ;

(0 < | z - 1 | < + ∞既是 z = 1 的去心邻域 ,又是以 z = 1 为中心点∞的去心

邻域 .)

e
1

1 - z = 1 -
1
z

-
1
2

1
z2 -

1
6

1
z3 - ⋯  ( 1 < | z | < + ∞) .

(1 < | z | < + ∞是以 z = 0 为中心 z = ∞的去心邻域 .)

3  试证

sin t z +
1
z

= c0 + ∑
∞

n = 1

cn ( zn + z - n ) , 0 < | z | < + ∞

其中 t为与 z 无关的实参数 ,

cn =
1
2π∫

2π

0
sin (2 tcosθ)cos nθdθ,

( n = 0 ,1 ,2 ,⋯ ) .

4  求出下列函数的奇点 ,并确定它们的类别 (对于极点 ,要指出它们的

阶) ,对于无穷远点也要加以讨论 .

( 1)
z - 1

z( z2 + 4 )2 .

答 : z = 0为一阶极点 , z = ±2i为二阶极点 , z = ∞为可去奇点 .

( 2)
1

sin z + cos z
.

答 : z = kπ-
π
4

( k = 0 ,±1 ,⋯ )各为一阶极点 , z = ∞为非孤立奇点 .

( 3)
1 - e z

1 + e
z .

答 : z = (2 k + 1 )πi ( k = 0 ,±1 ,⋯)各为一阶极点 , z = ∞为非孤立奇点 .
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( 4)
1

( z
2

+ i)
3 .

答 : z = ±
2
2

(1 - i)各为三阶极点 , z = ∞为可去奇点 .

( 5) tan
2

z .

答 : z = k +
1
2
π ( k = 0 ,±1 ,⋯ )各为二阶极点 , z = ∞为非孤立奇

点 .

( 6) cos
1

z + i
.

答 : z = - i为本质奇点 , z = ∞为可去奇点 .

( 7)
1 - cos z

z
2 .

答 : z = 0为可去奇点 , z = ∞为本质奇点 .

( 8)
1

e z - 1
.

答 : z = 2 kπi ( k = 0 ,±1 ,⋯)各为一阶极点 , z = ∞为非孤立奇点 .

5  下列函数在指定点的去心邻域内能否展为洛朗级数 .

( 1) cos
1
z

, z = 0 ;   �(2) cos
1
z

, z = ∞ ;

( 3)
1

sin
1
z

, z = 0 ; (4) cot z , z = ∞ .

答 : (1) 能 ; ( 2) 能 ; ( 3) 否 ; (4 ) 否 .

6  函数 f ( z ) , g ( z )分别以 z = a 为 m 阶极点及 n 阶极点 .试问 z = a

为 f ( z ) + g( z ) , f ( z ) g( z )及 f ( z )�/g( z )的什么点 ?

7  设函数 f ( z)不恒为零且以 z = a为解析点或极点 ,而函数 φ( z)以 z

= a为本质奇点 ,试证 z = a 是φ( z )± f ( z) ,φ( z)·f ( z)及 φ( z )�/f ( z )的本

质奇点 .

8  判定下列函数的奇点及其类别 (包括无穷远点) .

( 1)
1

e2 - 1
-

1
z

.

答 : �z = 0为可去奇点 ; z = 2 kπi( k = ±1 ,±2 ,⋯ )各为一阶极点 ;

z = ∞为非孤立奇点 .
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( 2) e z -
1
z .

答 : z = 0及 z = ∞为本质奇点 .

( 3) sin
1
z

+
1
z2 .

答 : z = 0为本质奇点 ; z = ∞为一阶零点 (可去奇点 ) .

( 4) e
z
cos

1
z

.

答 : z = 0 及 z = ∞为本质奇点 .

( 5)
e

1
z - 1

e z - 1
.

答 : �z = 1为本质奇点 ; z = 2 kπi( k = 0 ,±1 ,±2⋯ )各为一阶极点 ;

z = ∞为非孤立奇点 .

9  试证 :在扩充 z 平面上解析的函数 f ( z )必为常数 (刘维尔定理 ) .

10  刘维尔定理的几何意义是“非常数整函数的值不能全含于一圆之

内”,试证明 :非常数整函数的值不能全含于一圆之外 .

11  设幂级数 f ( z ) = ∑
∞

n = 0

an z
n
所表示的和函数 f ( z )在其收敛圆周上

只有惟一的一阶极点 z0 .试证 :
an

an + 1
→ z0 ,因而

an

an + 1
→ | z0 | ( | z0 | = r 是收

敛半径) .

(二 )

1  下列多值函数在指定点的去心邻域内能否有分支可展成洛朗级数 .

( 1) z , z = 0;

( 2) z ( z - 2 ) , z = 1;

( 3)
z

( z - 1) ( z - 2)
, z = ∞ ;

( 4) Ln
1

z - 1
, z = ∞ ;

( 5) Ln
( z - 1) ( z - 3)
( z - 2) ( z - 4)

, z = ∞ .

答 : �(1) 否 ; ( 2) 能 ; ( 3) 否 ;

(4) 否 ; ( 5) 能 .
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2  函数

f ( z ) =
1

z( z - 1) 2

在 z = 1处有一个二阶极点 ;这个函数又有下列洛朗展式 :

1
z( z - 1) 2 =

1
( z - 1 )3 -

1
( z - 1) 4 +

1
( z - 1 )5 + ⋯ ,

(1 < | z - 1 | < + ∞ )

于是就说“ z = 1又是 f ( z)的本质奇点”.这个说法对吗 ?

3  设函数 f ( z )在点 a解析 ,试证函数

g( z ) =

f ( z ) - f ( a)
z - a

, z≠ a ,

f′( a) , z = a ,

在点 a也解析 .

4  设 f ( z )为整函数 ,试证

g( z ) =
f ( z ) - f ( 0)

z
, z≠0 ,

f′( 0) , z = 0 ,

也是一个整函数 .

5  试证 :若 a 为 f ( z )的单值性孤立奇点 ,则 a为 f ( z )的 m 阶极点的

充要条件是

lim
z→ a

( z - a) m f ( z ) =α(≠0 ,∞ ) ,

其中 m 是正整数 .

6  若 a 为 f ( z)的单值性孤立奇点 , ( z - a)
k
f ( z ) ( k 为正整数 )在点 a

的去心邻域内有界 .试证 : a是 f ( z )的不高于 k阶的极点或可去奇点 .

7  考查函数

f ( z) = sin
1

sin
1
z

的奇点类型 .

8  试证 :在扩充 z 平面上只有一个一阶极点的解析函数 f ( z )必有如下

形式 :

f ( z ) =
az + b
cz + d

, ad - bc≠0 .

9  (含点∞的区域的柯西积分定理 )设 C 是一条周线 ,区域 D 是 C 的
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外部(含点∞ ) , f ( z )在 D内解析且连续到 C ;又设

lim
z→∞

f ( z ) = c0≠∞ ,

则

1
2πi∫C

-
f ( z) d z = - c - 1 ,

这里 c0 及 c - 1是 f ( z )在无穷远点去心邻域内的洛朗展式的系数 .试证之 .

提示  设 R充分大 ,使 C及其内部全含于圆周Γ: | z | = R 的内部 (图

5 .8 ) .其次 ,证明

1
2πi∫Γ-

f ( z) d z = - c - 1 .

再应用复周线的柯西积分定理 ,就会得证 .

图 5 �.8 图 5 p.9

  10  (含点∞的区域的柯西积分公式)假设条件同前题 ,则

1
2πi∫C

-

f (ζ)
ζ- z

dζ=
f ( z ) - f (∞ ) , z∈ D ,

0 - f (∞ ) , z ∈ D .

这里 C - 表示的方向 ,含点∞的区域 D 恰在一人沿它前进的左方 .

提示  例如就定点 z∈ D来说 ,以 z 为心作充分大圆周Γz ,使 C及其内

部全含于 Γz 内部 (如图 5 .9 ) . L = Γz + C
-
构成一复周线 .则应用有界区域

的柯西积分公式

1
2πi∫L

f (ζ)
ζ- z

dζ= f ( z) .

再进一步由 f (ζ)在 R < |ζ- z | < +∞内的洛朗展式可以证明
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1
2πi∫Γ

z

f (ζ)
ζ- z

dζ= f (∞ ) .

( R < |ζ- z | < + ∞就是以 z 为中心的点∞的去心邻域 .)

11  应用上题公式计算积分

I =
1

2πi∫| z | = 99

d z
( z - 2) ( z - 4) ( z - 6)⋯ ( z - 98 ) ( z - 100 )

.

答 : I = -
1

∏
49

k = 1

( 100 - 2 k )

= -
1

98 ! !
.

注  第 9、10 两题中的区域 D 和边界 C 可代以更一般的形式 :设 D 是

扩充 z 平面上包含点∞的区域 ,其边界 C 由有限条互不包含且互不相交的

周线 C1 , C2 ,⋯ , Cm 组成 ,即

C = C1 + C2 + ⋯ + Cm .

12  设解析函数 f ( z )在扩充 z 平面上只有孤立奇点 ,则奇点的个数必

为有限个 .试证之 .

13  求在扩充 z 平面上只有 n个一阶极点的解析函数的一般形式 .

14  设 (1 ) C 是一条周线 , f ( z )在 C的内部是亚纯的 ,且连续到 C ;

( 2) f ( z )沿 C不为零 ,

则(试证 )函数 f ( z)在 C的内部至多只有有限个零点和极点 .

15  在施瓦茨引理的假设条件下 ,如果原点是 f ( z)的λ阶零点 ,求证

fλ (0 )
λ!
≤1 .

要想这里的等号成立 ,必需 f ( z) = eiαzλ (α为实数 , | z | < 1) .

16  若 f ( z)在圆 | z | < R 内解析 , f ( 0) = 0 , | f ( z ) |≤ M < + ∞ ,则 (1 )

| f ( z) |≤
M
R

| z | , | z | < R ,且有 | f′(0 ) |≤
M
R

; (2) 若在圆内有一点 z (0 < | z |

< R )使

| f ( z ) | =
M
R

| z | ,

就有 f ( z) =
M
R

eiαz  (α为实数 , | z | < R ) .

注  (1 ) 当 R = 1 , M = 1 时 ,本题就是我们前面证明过的施瓦茨引理 ,

故本题为其更一般的形式 .

(2 ) 本题的结果也有如下一个简单改进 :我们保留本题的假设条件不
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变 ,如果 z = 0 是 f ( z )的λ阶零点 ,则

| f ( z) |≤
M
R

| z |
λ

( | z | < R ) ,且有
f (λ) ( 0)
λ!
≤

M
R

.

如果这些关系中 ,有一个取等号 ,这只有

f ( z) =
M
R

e
iα

z
λ

(α为实数 , | z | < R ) .

(当λ= 1 时 ,这些就是本题的结果 .)
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第六章  留数理论及其应用

  这一章是第三章柯西积分理论的继续 .中间插入的泰勒级数

和洛朗级数是研究解析函数的有力工具 .留数在复变函数论本身

及实际应用中都是很重要的 ,它和计算周线积分 (或归结为考察周

线积分 )的问题有密切关系 .此外应用留数理论 ,我们已有条件去

解决“大范围”的积分计算问题 ,还可以考察区域内函数的零点分

布状况 .

§1 .留   数

1 .留数的定义及留数定理  如果函数 f ( z )在点 a 是解析

的 ,周线 C 全在点 a 的某邻域内 ,并包围点 a ,则根据柯西积分定

理

∫C
f ( z ) d z = 0 .

但是 ,如果 a 是 f ( z )的一个孤立奇点 ,且周线 C 全在 a 的某个去

心邻域内 ,并包围点 a ,则积分

∫C
f ( z ) d z

的值 ,一般说来 ,不再为零 .并且利用洛朗系数公式很容易计算出

它的值来 .概括起来 ,我们有

定义 6 .1  设函数 f ( z )以有限点 a 为孤立奇点 ,即 f ( z )在



点 a的某去心邻域 0 < | z - a | < R 内解析 ,则称积分

1
2πi∫Γ f ( z ) d z(Γ∶| z - a | =ρ, 0 <ρ< R )

为 � 峰f ( z )在点 a 的留数 ( residue) ,记为Res
z = a

f ( z ) .

由柯西积分定理 3 .10 知道 ,当 0 <ρ< R , 留数的值与 ρ无

关 ,利用洛朗系数公式 ( 5 .5)有

1
2πi∫Γ f ( z) d z = c - 1 , ( 6 .1)

即 Res
z = a

f ( z) = c - 1 .

这里 c - 1是 f ( z )在 z = a 处的洛朗展式中
1

z - a
这一项的系数 .

由此可知 ,函数在有限可去奇点处的留数为零 .

定理 6 .1  (柯西留数定理 )  f ( z )在周线或复周线 C 所范

围的区域 D内 ,除 a1 , a2 , ⋯ , an 外解析 ,在闭域  D = D + C 上除

a1 , a2 ,⋯ , an 外连续 ,则 (“大范围”积分 )

∫C
f ( z ) d z = 2πi∑

n

k = 1

Res
z = a

k

f ( z ) . ( 6 .2)

证  以 ak 为心 ,充分小的正数ρk 为半径画圆周Γk∶| z - ak |

=ρk ( k = 1 , 2 ,⋯ , n ) ,使这些圆周及其内部均含于 D ,并且彼此互

相隔离 (图 6 .1 ) .应用复周线的柯西积分定理 3 .10 得

∫C
f ( z ) d z = ∑

n

k = 1
∫Γ

k

f ( z ) d z .

由留数的定义 ,有

∫Γ
k

f ( z ) d z = 2πi Res
z = a

k

f ( z ) .

代入上式 ,即知 ( 6 .2)为真 .

思考题  试说明柯西积分定理 3 .10 与柯西积分公式都是柯

西留数定理的特殊情形 .

留数定理把计算周线积分的整体问题 ,化为计算各孤立奇点
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图 6 .1

处留数的局部问题 .

2 .留数的求法  为了应用留数定理求周线积分 ,首先应该掌

握求留数的方法 .而计算在孤立奇点 a 的留数时 ,我们只关心其

洛朗展式中的
1

z - a
这一项的系数 ,所以 � �>应用洛朗展式求留数是一

� �$般方法 .下面的定理是求 n 阶极点处留数的公式 ,免得每求一个

极点处的留数 ,都要去求一次洛朗展式 .不过这个公式对于阶数过

高 (例如超过三阶 )的极点 ,计算起来也未必简单 .

定理 6 .2  设 a为 f ( z )的 n 阶极点 ,

f ( z ) =
φ( z )

( z - a)
n ,

其中φ( z ) (由定理 5 .4 )在点 a 解析 ,φ( a)≠0 ,则

Res
z = a

f ( z ) =
φ

( n - 1 )
( a)

( n - 1) !
. ( 6 .3)

这里符号φ
( 0 )

( a)代表φ( a) ,且有φ
( n - 1 )

( a) = lim
z→ a
φ

( n - 1 )
( z) .

证  

Res
z = a

f ( z ) =
1

2πi∫Γ
φ( z )

( z - a )
n d z =
φ

( n - 1 )
( a)

( n - 1 ) !
.

推论 6 .3  设 a为 f ( z )的一阶极点 ,

φ( z ) = ( z - a) f ( z ) ,
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则 Res
z = a

f ( z ) =φ( a) . ( 6 .4)

推论 6 .4  设 a为 f ( z )的二阶极点 ,

φ( z ) = ( z - a)
2

f ( z ) ,

则 Res
z = a

f ( z) =φ′( a) . ( 6 .5)

定理 6 .5  设 a 为 f ( z ) =
φ( z )
ψ( z )
的一阶极点 (只要 φ( z )及

ψ( z )在点 a解析 ,且φ( a)≠0 ,ψ( a) = 0 ,ψ′( a)≠0 .) ,

则

Res
z = a

f ( z ) =
φ( a)
ψ′( a)

.

证  因为 a为 f ( z ) =
φ( z )
ψ( z )
的一阶极点 ,故

Res
z = a

f ( z ) �= lim
z→ a

φ( z )
ψ( z )

( z - a) = lim
z→ a

φ( z )
ψ( z) - ψ( a)

z - a

=
φ( a)
ψ′( a)

.

要熟练掌握应用推论 6 .3、推论 6 .4 及定理 6 .5 来计算函数

在一、二阶极点处的留数 .

例 6 .1  计算积分  ∫| z | = 2

5 z - 2
z ( z - 1)

2 d z .

解  显然 ,被积函数  f ( z ) =
5 z - 2

z ( z - 1 )
2 在圆周 | z | = 2 的内

部只有一阶极点 z = 0 及二阶极点 z = 1 .

由推论 6 .3 ,

Res
z = 0

f ( z ) =
5 z - 2

( z - 1 )
2

z = 0

= - 2 ;

由推论 6 .4

Res
z = 1

f ( z) =
5 z - 2

z
′

z = 1

=
2
z

2

z = 1

= 2;

故由留数定理得
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∫| z | = 2

5 z - 2
z( z - 1)

2 d z = 2πi( - 2 + 2 ) = 0 .

例 6 .2  计算积分∫| z | = n
tanπzd z  ( n 为正整数 ) .

解  tanπz =
sinπz
cosπz
只以 z = k +

1
2

, ( k = 0 ,±1 ,⋯ )为一阶极

点 .由定理 6 .5 得

Res
z = k +

1
2

( tanπz ) =
sinπz

(cosπz )′ z = k +
1
2

= -
1
π

.

( k = 0 ,±1 ,⋯ )

于是 ,由留数定理得

∫| z | = n
tanπzd z R= 2πi ∑

k +
1
2

< n

Res
z = k +

1
2

( tanπz )

= 2πi -
2 n
π

= - 4 ni .

例 6 .3  计算积分∫| z | = 1

cos z
z

3 d z .

解  f ( z ) =
cos z

z
3 只以 z = 0 为三阶极点 .由定理 6 .2 得

Res
z = 0

f ( z ) =
1

2 !
[cos z ]″z = 0 = -

1
2

,

故由留数定理得∫| z | = 1

cos z
z

3 d z = 2πi -
1
2

= -πi .

*
例 6 .4  计算积分∫| z | = 1

zsin z
(1 - e

z
)

3 d z .

解法一  被积函数在单位圆周 | z | = 1 内部只有 z = 0 一个奇

点 ,但其进一步的性质粗略一看还不明显 ,故我们先采用洛朗展式

求留数的一般方法 .

zsin z
(1 - e

z
)

3 =
z z -

z
3

3 !
+⋯

- z +
z

2

2 !
+⋯

3 = -
z

2

z
3·

1 -
z

2

3 !
+⋯

1 +
z

2 !
+⋯

3 ,
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后面那个分式在 z = 0 为解析 ,故可展为 z 的幂级数 :

1 + a1 z +⋯

(数字 a1 及以下各项我们不需关心 !) .于是在 z = 0 的去心邻域

内有

zsin z
(1 - e

z
)

3 = -
1
z

- a1 - ⋯ ,

由此即得

Res
z = 0

zsin z
( 1 - e

z
)

3 = - 1 ,

故由留数定理 ,原积分等于 - 2πi .

解法二  仔细分析 ,我们看出 1 - e
z
的全部零点为

z = 2 kπi , k = 0 ,±1 ,⋯

只有 z = 0 在单位圆周 | z | = 1 的内部 ,它是被积函数分母 (1 - e
z

)
3

的三阶零点 .又 z = 0 显然是被积函数分子 z sin z 的二阶零点 .所

以被积函数

f ( z ) =
zsin z

(1 - e
z

)
3

在圆周 | z | = 1 的内部只有 z = 0 一个一阶极点 .这时

φ( z ) = z f ( z ) =
z

2
sin z

(1 - e
z

)
3 ,

(注意  因子 z 与 f ( z )的分母形式上消不掉 , 若这时将 z = 0 代

入 ,则成
0
0
的不定型 )所以

Res
z = 0

f ( z) >=φ(0 ) = lim
z→0
φ( z ) = lim

z→ 0

z
2

sin z
(1 - e

z
)

3

= lim
z→ 0

sin z
z
·

z
3

(1 - e
z

)
3

= lim
z→ 0

z
1 - e

z

3

= lim
z→0

1
- e

z

3

= ( - 1 )
3

= - 1 .
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故由留数定理 ,原积分等于 - 2πi .

例 6 .5  计算积分  ∫| z | = 1
e

1

z
2

d z .

解  在单位圆周 | z | = 1 的内部 ,函数 e
1

z
2

只有一个本质奇点

z = 0 .在该点的去心邻域内有洛朗展式

e
1

z
2

= 1 +
1
z

2 +
1

2 !
1
z

4 +⋯ ,

于是 Res
z = 0

e
1

z
2

= 0 .

故由留数定理得

∫| z | = 1
e

1

z
2

d z = 2πi·Res
z = 0

e
1

z
2

= 0 .

3 .函数在无穷远点的留数  留数的概念可以推广到无穷远

点的情形 .

定义 6 .2  设∞为函数 f ( z )的一个孤立奇点 ,即 f ( z )在去

心邻域 N - {∞} : 0≤ r < | z | < +∞内解析 ,则称

1
2πi∫Γ-

f ( z ) d z , (Γ∶| z | =ρ> r)

为 � �4f ( z )在点∞的留数 , 记为Res
z = ∞

f ( z ) , 这里 Γ
-
是指顺时针方向

(这个方向很自然地可以看作是绕无穷远点的正向 ) .

设 f ( z )在 0≤ r < | z | < +∞内的洛朗展式为

f ( z ) =⋯ +
c - n

z
n +⋯ +

c - 1

z
+ c0 + c1 z +⋯ + cn z

n
+⋯ ,

由逐项积分定理及第三章例 3 .2 ,即知

Res
z = ∞

f ( z) =
1

2πi∫Γ -
f ( z) d z = - c - 1 , ( 6 .6)

也就是说 , Res
z = ∞

f ( z )等于 f ( z )在点∞的洛朗展式中
1
z
这一项的系

数反号 .

定理 6 .6  如果函数 f ( z )在扩充 z 平面上只有有限个孤立
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奇点 (包括无穷远点在内 ) ,设为 a1 , a2 ,⋯ , an ,∞ ,则 f ( z )在各点

的留数总和为零 .

证  以原点为心作圆周 Γ, 使 a1 , a2 ,⋯ , an 皆含于Γ的内

部 ,则由留数定理得

∫Γ f ( z ) d z = 2πi∑
n

k = 1

Res
z = a

k

f ( z ) ,

两边除以 2πi ,并移项即得

∑
n

k = 1

Res
z = a

k

f ( z ) +
1

2πi∫Γ-
f ( z ) d z = 0 ,

亦即 ∑
n

k = 1

Res
z = a

k

f ( z) + Res
z = ∞

f ( z ) = 0 . � 键

要特别注意 :虽然在 f ( z ) 的有限可去奇点 a 处 , 必有

Res
z = a

f ( z ) = 0 ,但是 ,如果点∞为 f ( z )的可去奇点 (或解析点 ) , 则

Res
z = ∞

f ( z )可以不是零 .例如 f ( z ) = 2 +
1
z
以 z =∞为可去奇点 ,但

Res
z = ∞

f ( z ) = - 1 .

下面我们引入 � 繣计算留数Res
z = ∞

f ( z )的另一公式 .

令 t =
1
z

.

于是 φ( t ) = f
1
t

= f ( z) ,

且 z 平面上无穷远点的去心邻域 N - {∞} : 0≤ r < | z | < +∞被

变成 t平面上原点的去心邻域 K - {0} : 0 < | t | <
1
r

(如 r = 0 ,规

定
1
r

= +∞ ) ;圆周 Γ: | z | =ρ> r 被变成圆周γ∶| t | =λ=
1
ρ

<

1
r

.从而易证

1
2πi∫Γ -

f ( z) d z = -
1

2πi∫γ f
1
t
·

1
t
2 d t .
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所以

Res
z = ∞

f ( z) = - Res
t = 0

f
1
t

1
t

2 . ( 6 .7)

例 6 .6  计算积分

I =∫| z | = 4

z
1 5

( z
2

+ 1 )
2

( z
4

+ 2 )
3 d z .

解  被积函数一共有七个奇点 : z = ± i , z =
4

2 e
i
π+ 2 kπ

4 ( k = 0 ,

1 , 2 , 3)以及 z =∞ .前六个奇点均含在 | z | = 4 内部 .

要计算 | z | = 4 内部六个奇点的留数和是十分麻烦的 ,所以应

用上述定理及留数定理得

I = 2πi[ - Res
z = ∞

f ( z ) ] .

由下式可知 f ( z )在∞处的洛朗展式中
1
z
这一项的系数 c - 1 .

f ( z) �=
z

15

( z
2

+ 1 )
2

( z
4

+ 2)
3 =

z
15

z
16

1 +
1
z

2

2

1 +
2
z

4

3

=
1
z

1 - 2·
1
z

2 +⋯ 1 - 3·
2
z

4 +⋯ ,

因此 , Res
z = ∞

f ( z )
(6 .6)

- 1 ,故 I = 2πi .

另外 ,也可应用公式 ( 6 .7) .先看

f
1
t

1
t

2 �=

1
t

15

1
t
2 + 1

2
1
t
4 + 2

3·
1
t
2

=
1

t ( 1 + t
2

)
2

( 1 + 2 t
4

)
3 ,

它以 t = 0 为一阶极点 .所以

I �= 2πi[ - Res
z = ∞

f ( z ) ]
( 6 .7 )

2πi Res
t = 0

f
1
t
·

1
t
2

= 2πi .
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思考题  试总结计算 f ( z )的周线积分∫C
f ( z ) d z 的种种方

法 .

§2 .用留数定理计算实积分

某些实的定积分可应用留数定理进行计算 ,尤其是对原函数

不易直接求得的定积分和反常积分 ,常是一个有效的方法 ,其要点

是将它化归为复变函数的周线积分 .

1 .计算∫
2π

0
R (cosθ, sin θ) dθ型积分  这里 R( cos θ, sin θ)

表 cos θ, sin θ的有理函数 ,并且在 [0 , 2π]上连续 .若命 z = e
iθ

,则

cosθ=
z + z

- 1

2
, sin θ=

z - z
- 1

2i
, dθ=

d z
i z

,

当θ经历变程 [ 0 , 2π]时 , z 沿圆周 | z | = 1 的正方向绕行一周 .因

此有

∫
2π

0
R(cosθ, sin θ) dθ=∫| z | = 1

R
z + z

- 1

2
,

z - z
- 1

2i
d z
i z

,

右端是 z 的有理函数的周线积分 ,并且积分路径上无奇点 ,应用

留数定理就可求得其值 .

注  这里关键一步是引进变数代换 z = e
iθ

, 至于被积函数

R (cosθ, sin θ)在 [ 0 , 2π]上的连续性可不必先检验 ,只要看变换

后的被积函数在 | z | = 1 上是否有奇点 .

例 6 .7  计算积分

I =∫
2π

0

dθ
1 - 2 pcos θ+ p

2 (0≤ | p | < 1 ) .

解  命 z = e
iθ

,则 dθ=
d z
i z

.当 p≠0 时 ,

1 - 2 pcos θ+ p
2

= 1 - p( z + z
- 1

) + p
2

=
( z - p) ( 1 - pz )

z
,
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这样就有 I =
1
i∫| z | = 1

d z
( z - p) (1 - p z)

,

且在圆 | z | < 1 内

f ( z ) =
1

( z - p ) ( 1 - pz )
,

只以 z = p 为一阶极点 ,在 | z | = 1 上无奇点 ,依公式 (6 .4 )

Res
z = p

f ( z) =
1

1 - p z z = p
=

1
1 - p

2 ( 0 < | p | < 1) ,

所以 ,由留数定理得 I =
1
i
·2πi·

1
1 - p

2 =
2π

1 - p
2 ( 0≤ | p | < 1 ) .

注  此题在数学分析中可用万能代换的方法求解 ,比较起来 ,

用复变函数的方法求解要简单得多 .

思考题  当 | p | > 1 时 ,积分

∫
2π

0

dθ
1 - 2 pcos θ+ p

2

之值为何 ?

例 6 .8  计算积分

I =∫
2π

0

sin
2
θ

a + bcosθ
dθ( a > b > 0 ) .

解  命 z = e
iθ

,则

I �=∫| z | = 1

- ( z
2

- 1)
2

4 z
2 ·

1

a + b
z

2
+ 1

2 z

·
d z
i z

=
i

2 b∫| z | = 1

( z
2

- 1 )
2

z
2

z
2

+
2 a
b

z + 1
d z

=
i

2 b∫| z | = 1

( z
2

- 1)
2

z
2

( z - α) ( z - β)
d z ,

其中 α=
- a + a

2
- b

2

b
,β=

- a - a
2

- b
2

b

为实系数二次方程
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z
2

+
2 a
b

z + 1 = 0

的两个相异实根 .由根与系数的关系αβ= 1 ,且显然 |β| > |α| ,故

必 |α| < 1 , |β| > 1 .

于是 ,被积函数 f ( z )在 | z | = 1 上无奇点 .在单位圆 | z | < 1

内只有一个二阶极点 z = 0 和一个一阶极点 z =α .由公式 ( 6 .5)

及 (6 .4 )得

Res
z = 0

f ( z ) =
( z

2
- 1)

2

z
2

+
2 a
b

z + 1

′

z = 0

= -
2 a
b

,

Res
z = α

f ( z) n=
( z

2
- 1 )

2

z
2

( z - β) z = α

=
(α

2
- 1)

2

α
2

(α- β)
=
α-

1
α

2

α- β

=
(α- β)

2

α- β
=α -β=

2 a
2

- b
2

b
,

由留数定理得

I �=
i

2 b
·2πi -

2 a
b

+
2 a

2
- b

2

b

=
2π
b

2 a - a
2

- b
2 .

例 6 .9  计算积分

I =∫
2π

0

dθ
1 + cos

2
θ

.

解  命 z = e
iθ

,则

I =∫Г∶| z | = 1

4 zd z
i( z

4
+ 6 z

2
+ 1 )

,

又命 z
2

= u ,则
4 zd z

i( z
4

+ 6 z
2

+ 1 )
=

2d u
i( u

2
+ 6 u + 1)

.

当 z 绕Γ圆周一周时 , u 亦在其上绕二周 ,故

I = 2∫Γ
2d u

i( u
2

+ 6 u + 1)
=

4
i∫Γ

d u
u

2
+ 6 u + 1

.

632 第六章  留数理论及其应用



被积函数 f ( u)在 Γ内部仅有一个一阶极点 u = - 3 + 8 .

Res
u = - 3 + 8

f ( u) =
1

u + 3 + 8 u = - 3 + 8
=

1

2 8
=

1

4 2
.

所以由留数定理 ,

I =
4
i
·2πi·

1

4 2
= 2π .

若 R (cos θ, sinθ)为θ的偶函数 ,则∫
π

0
R (cos θ, sin θ) dθ之

值亦可由上述方法求之 .因此时

∫
π

0
R( cos θ, sinθ) dθ=

1
2∫
π

-π
R( cos θ, sinθ)dθ,

仍命 z = e
iθ

,与前同法 ,我们可将∫
π

-π
R (cos θ, sin θ) dθ化为单位

圆周Γ上的积分 .

例 6 .10  计算积分

I =∫
π

0

cos m x
5 - 4cos x

d x ,

m 为正整数 .

解  因为积分号下的函数为 x 的偶函数 ,故

I =
1
2∫
π

-π

cos m x
5 - 4cos x

d x ,

命 I1 =∫
π

-π

cos m x
5 - 4cos x

d x ,  I2 =∫
π

-π

sin m x
5 - 4cos x

d x ,

则 I1 + i I2 =∫
π

-π

e
i m x

5 - 4cos x
d x .

设 z = e
i x

,则

   I1 + i I2 G=
1
i∫Γ

z
m

5 z - 2 (1 + z
2

)
d z

=
i
2∫Γ

z
m

z -
1
2

( z - 2)
d z .
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在圆周Γ内部 ,积分号下函数 f ( z )仅有一个一阶极点 z =
1
2

,于

是

Res
z =

1
2

f ( z ) =
z

m

z - 2 z =
1
2

= -
1

3( 2
m - 1

)
,

故由留数定理 ,

I1 + i I2 = -
1
2i
·2πi -

1
3( 2

m - 1
)

=
π

3 (2
m - 1

)
,

于是知

I1 =
π

3( 2
m - 1

)
,  I2 = 0 ,

所以 I =
1
2

I1 =
π

3 (2
m

)
.

在实际问题中 ,往往需要计算反常积分 ,如 :

∫
+∞

0

sin x
x

d x  (有阻尼的振动 ) ;

∫
+∞

0
sin x

2
d x  (光的折射 ) ;

∫
+∞

0
e

- ax
2

cos bxd x ( a > 0)  (热传导 )等等 .

回忆数学分析中计算反常积分的方法 ,要计算上述几个反常

积分是麻烦的 ,而且没有统一的处理方法 .但是根据留数定理来计

算 ,往往就比较简捷 .这种方法的线索如下 :

对于一个实函数 f ( x )沿 x 轴上一条有限线段 [ a , b]的积分 ,

我们来补充 [ a , b]以一条或几条辅助曲线 Γ,使 [ a , b]和 Γ一起

构成一条周线 ,围成一个区域 D (图 6 .2) .如果有在 D内解析 ,在

 D上连续 (除了 D中有限个点外 )的辅助函数 g ( z ) ,在 [ a , b]内

g( z )或 g( z )的实部及虚部中的一个等于 f ( x ) ,则由留数定理就

有

∫
b

a
g( x ) d x +∫Γ g( z )d z = 2πi∑ , ( 6 .8)
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其中∑是 g( z )在 D内的奇点的留数总和 .假如上式中的第二个

积分能够算出 ,则∫
b

a
f ( x ) d x 的计算问题就解决了 .如果 a 或 b 不

是有限数 ,则可于 ( 6 .8)式两端取极限 ,这时 , 如能求得∫Γg ( z ) d z

的极限 ,就能至少得到所求反常积分的柯西主值 .但在一般给出的

问题中 ,或者只需要求主值 ,或者不难预先看出这一反常积分收

敛 ,因此 ,所求出的那个主值恰好就是所需要的值 .

图 6 �.2 图 6 p.3

  下面几段我们就分几种类型来具体讨论这个问题 .

2 .计算∫
+∞

- ∞

P ( x )
Q ( x ) d x 型积分  为了计算这种反常积分 ,我们

先证明一个引理 .它主要用来估计辅助曲线 Γ上的积分 .

引理 6 .1  设 f ( z )沿圆弧 SR∶z = Re
iθ

(θ1 ≤θ≤θ2 , R 充分

大 )上连续 (图 6 .3) ,且

lim
R→ + ∞

zf ( z ) =λ

于 SR 上一致成立 (即与θ1 ≤θ≤θ2 中的θ无关 ) ,则

lim
R→ + ∞∫S

R

f ( z ) d z = i(θ2 - θ1 )λ . ( 6 .9)

证  因为

i(θ2 -θ1 )λ=λ∫S
R

d z
z

,

932§2 .用留数定理计算实积分



于是有

∫S
R

f ( z ) d z - i(θ2 - θ1 )λ =∫S
R

z f ( z ) - λ
z

d z . (6 .10)

对于任给ε> 0 ,由已知条件 ,存在 R0 (ε) > 0 ,使当 R > R0 时 ,有

不等式

| zf ( z ) - λ| <
ε
θ2 - θ1

,  z∈ SR .

于是 (6 .10 )式不超过
ε
θ2 - θ1

·
l

R
=ε(其中 l 为 SR 的长度 ,即 l =

R (θ2 -θ1 ) ) .

定理 6 .7  设 f ( z ) =
P( z )
Q ( z )
为有理分式 ,其中

P( z ) = c0 z
m

+ c1 z
m - 1

+⋯ + cm ( c0≠0 )

与 Q ( z ) = b0 z
n

+ b1 z
n - 1

+⋯ + bn ( b0≠0 )

为互质多项式 ,且符合条件 : ( 1 ) n - m≥2; ( 2 ) 在实轴上 Q ( z )

≠0 ,于是有

∫
+ ∞

- ∞
f ( x ) d x = 2πi ∑

I m a
k

> 0

Res
z = a

k

f ( z ) . (6 .11)

证  由条件 ( 1 )、( 2 )及数学分析的结论 ,知∫
+∞

- ∞
f ( x ) d x 存

在 ,且等于它的主值

lim
R→ + ∞∫

+ R

- R
f ( x ) d x .

记为 P .V .∫
+∞

- ∞
f ( x ) d x .

取上半圆周ΓR : z = Re
iθ

( 0≤θ≤π)作为辅助曲线 (图 6 .4 ) .

于是 ,由线段 [ - R , R ]及 ΓR 合成一周线 CR ,先取 R 充分大 , 使

CR 内部包含 f ( z )在上半平面内的一切孤立奇点 (实际上只有有

限个极点 ) .而由条件 (2 ) , f ( z )在 CR 上没有奇点 .
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按留数定理得

∫C
R

f ( z) d z = 2πi ∑
I m a

k
> 0

Res
z = a

k

f ( z ) ,

或写成

∫
R

- R
f ( x )d x +∫Γ

R

f ( z ) d z = 2πi ∑
I m a

k
> 0

Res
z = a

k

f ( z ) . (6 .12)

因为

图 6 .4

| zf ( z ) | �= z
P( z )
Q ( z )

= z
c0 z

m
+⋯ + cm

b0 z
n

+⋯ + bn

=
z

m + 1

z
n

c0 +⋯ +
cm

z
m

b0 +⋯ +
bn

z
n

,

由假设条件 (1 )知 n - m - 1≥1 ,故沿 ГR 上就有

| z f ( z ) |→0  ( R→ +∞ ) .

在等式 (6 .12)中命 R→ +∞ ,并根据引理 6 .1 ,知 ( 6 .12)中第二项

的积分之极限为零 ,这就证明了 ( 6 .11 ) .

例 6 .11  设 a > 0 ,计算积分

∫
+ ∞

0

d x
x

4
+ a

4 .

解  因∫
+∞

0

d x
x

4
+ a

4 =
1
2∫

+∞

- ∞

d x
x

4
+ a

4 , f ( z ) =
1

z
4

+ a
4 ,

它一共有四个一阶极点
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ak = ae
π+ 2 kπ

4
i
 ( k = 0 ,1 ,2 ,3 ) ,

且符合定理 6 .7 的条件 .而

Res
z = a

k

f ( z) =
1

4 z
3

z = a
k

=
1

4 a
3
k

=
ak

4 a
4
k

= -
ak

4 a
4

( k = 0 , 1 , 2 , 3)

(这里用到了 a
4
k + a

4
= 0 ) . f ( z )在上半平面内只有两个极点 a0

及 a1 ,于是

   ∫
+∞

0

d x
x

4
+ a

4 �= -πi
1

4 a
4 ( ae

π
4

i
+ ae

3π
4

i
)

= -πi
1

4 a
3 (e
π
4

i
- e

-
πi
4 ) =
π

2 a
3 sin
π
4

=
π

2 2 a
3 .

例 6 .12  计算积分

∫
+∞

- ∞

x
4

d x
( 2 + 3 x

2
)

4 .

解  函数 f ( z ) =
z

4

(2 + 3 z
2

)
4 在上半平面内只有 z =

2
3

i 一

个四阶极点 ,且符合定理 6 .7 的条件 .

记
2
3

i = a ,令 z - a = t ,即令 z = a + t ,则

   f ( z ) �=
z

4

( 2 + 3 z
2

)
4 =

z
4

3
4

( z - a)
4

( z + a)
4

=
( t + a)

4

3
4

t
4

( t + 2 a)
4

=
1

3
4

t
4·

a
4

+ 4 a
3

t + 6 a
2

t
2

+ 4 at
3

+ t
4

16 a
4

+ 32 a
3

t + 24 a
2

t
2

+ 8 at
3

+ t
4

=
1

3
4

t
4

1
16

+
t

8 a
+

t
2

32 a
2 -

t
3

32 a
3 +⋯ .

故
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Res
z = a

f ( z ) = -
1

3
4
·32 a

3 .

即   Res
z =

2
3

i

f ( z ) �= -
1

3
4
·32 2

3
i

3

=
- i

32 2
3
·3

5
=

- i

576 6
.

故  ∫
+∞

- ∞

x
4

( 2 + 3 x
2

)
4 d x = 2πi·

- i

576 6
=
π

288 6
.

3 .计算∫
+∞

- ∞

P ( x )
Q ( x ) e

i m x
d x 型积分

引理 6 .2(若尔当引理 )  设函数 g( z )沿半圆周 ΓR : z = Re
iθ

(0≤θ≤π, R 充分大 )上连续 ,且

lim
R→ + ∞

g( z ) = 0

在ΓR 上一致成立 .则

lim
R→ + ∞∫Γ

R

g( z )e
i m z

d z = 0  ( m > 0) .

证  对于任给的ε> 0 ,存在 R0 (ε) > 0 ,使当 R > R0 时 ,有

| g( z ) | <ε, z∈ΓR .

于是 ,就有

∫Γ
R

g( z )e
i m z

d z
�

=∫
π

0
g( Re

iθ
) e

i m Re
iθ

Re
iθ

idθ

≤ Rε∫
π

0
e

- m Rsin θ
dθ, (6 .13)

这里利用了 | g( Re
iθ

) | <ε, | Re
iθ

i | = R 以及

| e
i m Re

iθ

| = | e
- m Rsin θ+ i m R co s θ

| = e
- m R sin θ

.

于是 ,由 (若尔当不等式 )

2θ
π
≤sin θ≤θ 0≤θ≤

π
2

,

将 (6 .13)化为
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�

 ∫Γ
R

g( z )e
i m z

d z ≤2 Rε∫
π
2

0
e

- m Rsin θ
dθ

≤2 Rε∫
π
2

0
e

-
2 m Rθ
π dθ= 2εR -

e
-

2 m R
π
θ

2 mR
π

θ=
π
2

θ= 0

=
πε
m

(1 - e
- m R

) <
πε
m

.

应用引理 6 .2 ,完全和证明定理 6 .7 一样可得

定理 6 .8  设 g( z ) =
P( z )
Q ( z )

,其中 P( z )及 Q ( z)是互质多项

式 ,且符合条件 :

(1 ) Q ( z)的次数比 P( z)的次数高 ,

(2 ) 在实轴上 Q ( z )≠0 ,

(3 ) m > 0 ,

则有

∫
+∞

- ∞
g( x )e

i m x
d x = 2πi ∑

I m a
k

> 0

Res
z = a

k

[ g( z )e
i m z

] . (6 .14)

特别说来 ,将 ( 6 .14 )分开实虚部 ,就可以得到形如

∫
+∞

- ∞

P( x )
Q ( x )

cos m xd x 及∫
+ ∞

- ∞

P( x )
Q ( x )

sin m xd x 的积分 .

由数学分析的结论 ,可知上面两个反常积分都存在 ,其值就等

于其柯西主值 .

例 6 .13  计算积分∫
+ ∞

0

cos m x
1 + x

2 d x  ( m > 0) .

解  被积函数为偶函数 ,故

∫
+ ∞

0

cos m x
1 + x

2 d x =
1
2∫

+ ∞

- ∞

cos m x
1 + x

2 d x .

根据定理 6 .8 得

∫
+ ∞

- ∞

e
i m x

1 + x
2 d x �= 2πi Res

z = i

e
i m z

1 + z
2
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= 2πi
e

- m

2i
=πe

- m
.

于是有

∫
+∞

- ∞

cos m x
1 + x

2 d x =πe
- m

,

∫
+∞

0

cos m x
1 + x

2 d x =
π
2

e
- m

.

例 6 .14  计算积分∫
+ ∞

- ∞

xcos xd x
x

2
- 2 x + 10

.

解  不难验证 ,函数

f ( z ) =
ze

i z

z
2

- 2 z + 10

满足若尔当引理的条件 ,这里 m = 1 , g( z) =
z

z
2

- 2 z + 10
.

函数 f ( z )有两个一阶极点 z = 1 + 3i及 z = 1 - 3i .

Res
z = 1 + 3i

f ( z ) 7=
ze

i z

( z
2

- 2 z + 10)′ z = 1 + 3i

=
(1 + 3i) e

- 3 + i

6i
.

于是

  h ∫
+∞

- ∞

xe
i x

d x
x

2
- 2 x + 10

= 2πi
(1 + 3i)e

- 3 + i

6i

=
π
3

e
- 3

(1 + 3i) (cos 1 + isin 1 )

=
π
3

e
- 3

(cos 1 - 3sin 1 ) + i
π
3

e
- 3

( 3cos 1 + sin 1) .

比较等式两端的实部与虚部 ,就得

∫
+ ∞

- ∞

xcos xd x
x

2
- 2 x + 10

=
π
3

e
- 3

(cos 1 - 3sin 1 ) ,

∫
+ ∞

- ∞

xsin xd x
x

2
- 2 x + 10

=
π
3

e
- 3

(3cos 1 + sin 1 ) .

4 .计算积分路径上有奇点的积分  在数学分析中 ,对于瑕积
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分 ,也可以类似地定义它的柯西主值 .又在定理 6 .8 中假定 Q ( z )

无实零点 ,现在我们可以把条件放宽一点 ,容许 Q ( z )有有限多个

一阶零点 ,即允许函数 f ( z ) =
P( z )
Q ( z)

e
i m z
在实轴上有有限个一阶

极点 .为了估计挖去这种极点后沿辅助路径的积分 ,除了上面两个

引理外 ,再引进一个与引理 6 .1 相似的引理 .

引理 6 .3  设 f ( z )沿圆弧 S r : z - a = re
iθ

(θ1 ≤θ≤θ2 , r 充

分小 )上连续 ,且

lim
r→0

( z - a) f ( z ) =λ

于 S r 上一致成立 ,则有

lim
r→ 0∫S

r

f ( z ) d z = i (θ2 -θ1 )λ .

证  因为 i (θ2 -θ1 )λ=λ∫S
r

d z
z - a

,于是有

∫S
r

f ( z ) d z - i (θ2 - θ1 )λ =∫S
r

( z - a) f ( z ) - λ
z - a

d z .

与引理 6 .1 的证明相仿 ,得知上式在 r 充分小时 ,其值不超过任意

给定的正数ε .

例 6 .15  计算积分∫
+ ∞

0

sin x
x

d x .

解  ∫
+∞

0

sin x
x

d x 存在 ,且

∫
+ ∞

0

sin x
x

d x =
1
2

P .V .∫
+∞

- ∞

sin x
x

d x .

考虑函数 f ( z ) =
e

i z

z
沿图 6 .5 所示之闭曲线路径 C的积分 .

根据柯西积分定理得

∫C
f ( z ) d z = 0 .

或写成
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图 6 .5

∫
R

r

e
i x

x
d x +∫C

R

e
i z

z
d z +∫

- r

- R

e
i x

x
d x -∫C

r

e
i z

z
d z = 0 . (6 .15)

这里 CR 及 Cr 分别表示半圆周 z = Re
iθ
及 z = re

iθ
( 0≤θ≤π, r <

R ) .

由引理 6 .2 知

lim
R→ + ∞∫C

R

e
i z

z
d z = 0 .

由引理 6 .3 知

lim
r→0∫C

r

e
i z

z
d z = iπ .

在 (6 .15)中 ,令 r→0 , R→ +∞取极限即得∫
+∞

- ∞

e
i x

x
d x 的主值

P .V .∫
+∞

- ∞

e
i x

x
d x = iπ .

所以

∫
+ ∞

0

sin x
x

d x =
1
2

P .V .∫
+∞

- ∞

sin x
x

d x =
π
2

.

5 .杂例  下面我们举出两个例子来说明 ,计算反常积分有时

要用种种不同的方式来选择积分路径 .

例 6 .16  假定已知泊松 ( Poisson )积分

∫
+∞

0
e

- t
2

d t =
π
2

, (6 .16)
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试计算弗莱聂尔 ( Frensnel )积分①

∫
+∞

0
cos x

2
d x 及∫

+∞

0
sin x

2
d x .

解  考察辅助函数

f ( z ) = e
- z

2

,

它是一个整函数 .并取如图 6 .6 的辅助积分路径 CR .则

图 6 .6

  0 �=∫C
R

e
- z

2

d z

=∫
R

0
e

- x
2

d x +∫Γ
R

e
- z

2

d z +∫
0

R
e

- x
2

e
π
2

i

e
π
4

i
d x . (6 .17)

而 ∫Γ
R

e
- z

2

d z
�

=∫
π
4

0
e

- R
2

( cos 2φ+ isin 2φ)
i Re

iφ
dφ

≤∫
π
4

0
e

- R
2

co s 2φ
Rdφ

(令 2φ=
π
2

- θ)
R
2∫
π
2

0
e

- R
2

si n θ
dθ

≤
(若尔当不等式 ) R

2∫
π
2

0
e

- R
2
·

2θ
π dθ
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= -
R
2
·
π

2 R
2 e

-
2 R

2

π
θ
θ=
π
2

θ= 0

=
π
4 R

[1 - e
- R

2

] .

故当 R→ +∞时 ,

∫Γ
R

e
- z

2

d z →0 .

于是当 R→ +∞时 , ( 6 .17 )变成 �

1 + i

2∫
+∞

0
(cos x

2
- isin x

2
) d x

=∫
+ ∞

0
e

- x
2

d x
( 6 .16 ) π

2
.

即

∫
+ ∞

0
(cos x

2
- isin x

2
) d x =

1
2
π
2

(1 - i) .

比较两端实部与虚部 ,即得

∫
+ ∞

0
cos x

2
d x =∫

+∞

0
sin x

2
d x =

1
2
π
2

.

*
例 6 .17  计算积分

I =∫
+∞

0
e

- ax
2

cos bxd x , a > 0 .

解  若 b = 0 ,则

I = �∫
+∞

0
e

- ax
2

d x
t = a x 1

a∫
+∞

0
e

- t
2

d t

(6 .16 ) 1

a
·
π
2

=
1
2
π
a

. (6 .18)

若 b≠0 ,因为 cos bx 是偶函数 ,所以只需考虑 b > 0 的情况 .

根据前面的经验 ,似乎应该取辅助函数 f ( z ) = e
- a z

2

e
i b z

.下面

分析应该取什么样的辅助路径及辅助函数才合适 .
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因为

I �=
1
2

Re∫
+∞

- ∞
e

- ( ax
2

+ i bx )
d x =

1
2

Re e
-

b
2

4 a∫
+∞

- ∞
e

- a x +
b

2 a
i

2

d x

=
1
2

e
-

b
2

4 a Re∫
+ ∞ +

b
2 a

i

- ∞ +
b

2 a
i

e
- a z

2

d z , (6 .19)

而由 (6 .18)知道

∫
+ ∞

- ∞
e

- ax
2

d x =
π
a

. (6 .20)

图 6 .7

由此可见 ,应该取辅助函数 f ( z ) = e
- a z

2

,并可取如图 6 .7 的

辅助路径 CR .由柯西积分定理得到

0 =∫C
R

e
- a z

2

d z �=∫AB
e

- a z
2

d z +∫BC
e

- a z
2

d z +∫C D
e

- a z
2

d z

 +∫D A
e

- a z
2

d z . (6 .21)

比较 (6 .19)与 (6 .21) ,就得到 �

I
(6 .19) 1

2
e

-
b

2

4 a Re lim
R→ +∞∫DC

e
- a z

2

d z

(6 .21 ) 1
2

e
-

b
2

4 a Re lim
R→ +∞∫AB

e
- a z

2

d z +∫BC
e

- a z
2

d z

+∫D A
e

- a z
2

d z .

另外 ,在线段 BC及 DA 上 ,
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z =± R + i y 0≤ y≤
b

2 a
,

| e
- a z

2

| = e
- a( R

2
- y

2
)
≤e

b
2

4 a e
- a R

2

.

故 lim
R→ + ∞∫BC

e
- az

2

d z = 0 , lim
R→ + ∞∫D A

e
- a z

2

d z = 0 .

最后得到

I = K
1
2

e
-

b
2

4 a Re lim
R→ + ∞∫AB

e
- a z

2

d z

( 6 .20 ) 1
2

e
-

b
2

4 a
π
a

.

从前面几个模式可见 ,利用留数计算定积分 ,关键在于选择一

个合适的辅助函数及一条相应的辅助闭路 (周线 ) ,从而把定积分

的计算化成沿闭路的复积分的计算 ,除了一些标准模式外 ,辅助函

数尤其是辅助闭路的选择很不规则 .一般说来 ,辅助函数 F( z )总

要选得使当 z = x 时 : F( x ) = f ( x ) ( f ( x )是原定积分中的被积函

数 )或 Re( F( z ) ) = f ( x )或 Im ( F ( z ) ) = f ( x ) .辅助闭路的选择

原则是 :使添加的路线上的积分能够通过一定的办法 (包括用我们

给出的几个引理 )估计出来 ;或者是能够转化为原来的定积分 .但

具体选取时 ,形状则是多种多样 ,有半圆周周线、长方形周线、扇形

周线、三角形周线等等 ;此外 ,周线上有奇点还要绕开过去 .

6 .应用多值函数的积分  被积函数或辅助函数是多值解析

函数的情形 ,一定要适当割开平面 ,使其能分出单值解析分支 ,才

能应用柯西积分定理或柯西留数定理来求出给定的积分的值 .
*
例 6 .18  试计算积分

∫
+ ∞

0

ln x
(1 + x

2
)

2 d x .

解  以原点 O 为中心 , r 及 R 为半径 ,在 Ox 轴上方画两个

半圆周 , r 可充分小 , R 可充分大 .此两个半圆周与 O x 轴上的 AB

及 B′A′二线段构成一周线 C(如图 6 .8) .
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图 6 .8

辅助函数

f ( z ) =
ln z

(1 + z
2

)
2

在 C内部仅有一个二阶极点 z = i,而其支点 z = 0 及 z =∞已不

属于 C的内部 .故 f ( z )在 C 所界的有界闭域上 ,除 z = i外 ,是单

值解析的 .令

φ( z ) = ( z - i)
2 ln z

( z + i)
2

( z - i)
2 =

ln z
( z + i)

2 ,

则 φ′( z ) =
1
z
·

1
( z + i )

2 -
2

( z + i)
3 ln z ,

Res
z = i

f ( z )
( 6 .5 )
φ′( i) = -

1
4i

-
2

- 8i
·
πi
2

=
π+ 2i

8
.

由留数定理 ,

∫B M B′
+∫B′A′

+∫A′NA
+∫A B

=∫C

ln z
(1 + z

2
)

2 d z

= 2πi·
π+ 2i

8
= -
π
2

+
π

2

4
i . (6 .22)

今分别计算 (6 .22)左边各个积分 :

(1 ) 因 lim
| z |→ + ∞

z
ln z

( 1 + z
2

)
2 = 0 ,由引理 6 .1 即知

∫B M B′

ln z
( 1 + z

2
)

2 d z = 0 .
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(2 ) 因 lim
| z |→ 0

z
ln z

( 1 + z
2

)
2 = 0 ,故由引理 6 .3 即知

∫A′N A

ln z
( 1 + z

2
)

2 d z = 0 .

(3 ) 命 AB上的 z = x·e
i·0

( x > 0 ) ,则

lim
r→ 0

R→ + ∞
∫AB

ln z
( 1 + z

2
)

2 d z =∫
+ ∞

0

ln x
(1 + x

2
)

2 d x .

(4 ) A′B′上的 z = xe
iπ

( x > 0) ,于是

ln z = ln x + iπ, d z = e
iπ

d x = - d x .

故 lim
r→ 0

R→ + ∞
∫B′A′ �

ln z
(1 + z

2
)

2 d z =∫
0

+∞

ln x + iπ
( 1 + x

2
)

2 ( - d x )

=∫
+∞

0

ln x + iπ
( 1 + x

2
)

2 d x .

于是 ,当 R→ +∞ , r→0 时 , ( 6 .22 )变成

∫
+∞

0

ln x
( 1 + x

2
)

2 d x +∫
+ ∞

0

ln x + iπ
(1 + x

2
)

2 d x = -
π
2

+
π

2

4
i .

比较两端的实部 ,得

2∫
+∞

0

ln x
( 1 + x

2
)

2 d x = -
π
2

,

故 ∫
+∞

0

ln x
( 1 + x

2
)

2 d x = -
π
4

.

例 6 .19  计算积分

I =∫
1

- 1

d x
3

(1 - x ) ( 1 + x )
2

,

解  考虑辅助函数

f ( z ) =
3

( 1 - z ) ( 1 + z )
2

,

它在 z 平面上是 (2 .24)型的多值函数 , + 1 及 - 1 显然是它的支

点 .

当 z 沿图 6 .9 中点线所表示的闭曲线 ( - 1 及 + 1 于其内部 )

按反时针方向绕行一周 ,φ1 = arg( 1 + z )和 φ2 = arg( 1 - z )同时增
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加 2π,而

arg f ( z) =
2φ1 +φ2

3

也增加 2π .这表示 f ( z )回到原来的数值 ,因而∞不是 f ( z )的支

点 .

作支割线 [ - 1 , 1 ] , f ( z )在其外部可以分出三个单值解析分

支 .

图 6 .9

我们选定在 [ - 1 , 1 ]上岸 AB 上取正值的那个分支 ,并取在图

6 .9 中所表示的那条复周线 Γ= CR + C′
-

r + AB + C″
-

r + B′A′,当

z 在 [ - 1 , 1]上岸 AB上 , arg f ( z ) = 0 ,即

f ( z) =
3

(1 - x ) ( 1 + x )
2

> 0 .

当 z 从 B沿 C″r转到 B′, f ( z )的辐角增加 -
2
3
π,于是在 [ - 1 , 1]下

岸 B′A′上 , arg f ( z ) = -
2
3
π,即

f ( z ) = e
-

2π
3

i
3

(1 - x ) ( 1 + x )
2

.

这样我们有

∫
C″

r

1
f ( z )

,d z ≤∫| 1 - z | = r

| d z |

( | 1 + z |
2

| 1 - z | )
1
3
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≤∫| 1 - z | = r

1

r
1
3

| d z |

= 2πr·
1

r
1
3

= 2πr
2
3 .

∫
C′

r

1
f ( z )

d z ≤∫| 1 + z | = r

| d z |

( | 1 + z |
2

| 1 - z | )
1
3

≤2πr
1
3 .

所以当 r→0 时 ,上述两个积分趋于零 .

因为 ,按复周线的柯西积分定理 ,

∫Γ
1

f ( z)
d z = 0 ,

所以当 r→0 时 ,有

1 - e
2πi
3 7∫

1

- 1

d x
3

(1 - x ) ( 1 + x )
2

=∫C
-
R

d z
f ( z )

= 2πi Res
z = ∞

1
f ( z )

. (6 .23)

我们来观察 f ( z )已选取的分支 .当 z 从上岸 AB 变化到

(1 , +∞ )上时 ;即 z 从上岸的点 B 沿 C″r (如图 6 .9 )绕 1 转到

(1 , +∞ )上的点 e时 , 1 + z 的辐角最终无改变 ,只有 1 - z 的辐角

减少了π,从而 f ( z )的辐角就减少
π
3

.

故在线段 (1 , +∞ )上

f ( z ) =
3

| 1 - z | | 1 + z |
2
e

-
π
3

i
,

即 f ( z ) =
3

( z - 1 ) ( 1 + z )
2
e

-
π
3

i
. (6 .24)

由公式 (6 .7 ) ,

Res
z = ∞ �

1
f ( z )

= Res
z = ∞

1
3

( 1 - z ) ( 1 + z )
2

= - Res
t = 0

1
3

1 -
1
t

1 +
1
t

2
·

1
t

2
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= - Res
t = 0

1

t·
3

( t - 1 ) ( t + 1 )
2

( t = 0 为一阶极点 )

= -
1

3

( t - 1) ( t + 1 )
2 t = 0

= -
1

3

- 1

( 6 .24 )
-

1

e
-
π
3

i
= - e

π
3

i
.

因此 , (1 - e
2π
3

i
) I

( 6 .23 )
= - e

π
3

i
·2πi .

由此 ,最后得到

I =∫
1

- 1

d x
3

( 1 - x ) (1 + x )
2

=
π

sin
π
3

=
2π

3
.

*
例 6 .20  计算积分

∫
1

0

d x

( x - 2 )
5

x
2

(1 - x )
3

.

解  考虑辅助函数

f ( z) =
1

( z - 2)
5

z
2

( 1 - z )
3

,

其中
5

z
2

(1 - z)
3

= F ( z )是 (2 .24 )型的多值函数 ,它只以 z = 0

及 z = 1 为支点 , z =∞不是支点 .作支割线 [0 , 1] , F [ z ]在其外部

能分出五个单值解析分支 , � �#选取在 z = 2( > 1)取负值的那一支 ,从

而对应的单值解析函数 f ( z )在 [ 0 , 1 ]外部只以 z = 2 为一阶极

点 , z =∞为可去奇点 .

以原点 O 为圆心画两个圆周 ,大圆周 C1 的半径大于 2 ,小圆

周 C2 的半径在 1 与 2 之间 (如图 6 .10 ) ;再各以 0 及 1 为圆心画

两个小圆周γ0 及 γ1 ,半径 r 均可无限小 .

(1 ) 因∫C
1

f ( z ) d z = - 2πi Res
z = ∞

f ( z) ,
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图 6 .10

又因 f ( z )在点∞的去心邻域内的洛朗展式从
1
z

2 项开始 ,无
1
z
项 ,

故

Res
z = ∞

f ( z) = 0 .

所以

∫C
1

f ( z ) d z = 0 .

(2 ) � �8含点∞的区域的留数定理 (列入本章习题 (二 ) 5) .

设 D 是扩充 z 平面上含点∞的区域 ,其边界 C 是由有限条互

不包含且互不相交的周线 C1 , C2 ,⋯ , Cm 组成 ;又设函数 f ( z )在

D 内除去有限个孤立奇点 z1 , z2 ,⋯ , zn 及∞外解析 ,且连续到边

界 C ,则

∫C
-

f ( z ) d z = 2πi ∑
n

k = 1

Res
z = z

k

f ( z) + Res
z = ∞

f ( z ) .

由此定理 ,我们得到
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∫C
-
2

f ( z ) d z �= 2πi Res
z = 2

f ( z) + Res
z = ∞

f ( z)

= 2πi Res
z = 2

f ( z ) .

但

Res
z = 2

f ( z) =
1

5

- 4

按选的分支 1

-
5

4
= -

5

8
2

,

故

∫C
2

f ( z ) d z = - 2πi -
5

8
2

=
5

8πi .

(3 ) 应用复周线的柯西积分定理

lim
r→ 0
∫C

2

f ( z ) d z +∫AB
f ( z ) d z +∫B′A′

f ( z ) d z = 0 ,

因由引理 6 .3 , f ( z )沿两个小圆周的积分均为零 .

于是我们有

lim
r→0 �∫A B

f ( z) d z +∫B′A′
f ( z ) d z = -∫C

2

f ( z ) d z

= -
5

8πi . (6 .25)

(4 ) 考察
5

z
2

(1 - z )
3
的辐角的连续改变量 .已知所选分支在

小圆周γ1 上起点 x ( > 1 )的函数值为
5

x
2

( x - 1 )
3

e
iπ

, 从而沿反

时针方向转回上岸的点 x (0 < x < 1 )的值为
5

x
2

( 1 - x )
3

e
i π+

3π
5

(因这时 z 的辐角改变量为零 ,只有 1 - z 的辐角改变量为π) ;沿

顺时针方向转至下岸的点 x (0 < x < 1 )的值为
5

x
2

( 1 - x )
3

e
i π -

3π
5

(因这时只有 1 - z 的辐角改变量为 -π) .

当两个小圆周的半径 r→0 时 (图 6 .11) ,我们有

-
5

8πi �
( 6 .25)

∫
1

0

d x

( x - 2 )
5

x
2

(1 - x )
3
e

i π+
3π
5
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+∫
0

1

d x

( x - 2)
5

x
2

(1 - x )
3
e

i π -
3π
5

=∫
1

0

e
-

8π
5

i
- e

-
2π
5

i

( x - 2)
5

x
2

(1 - x )
3

d x

=∫
1

0

e
2π
5

i
- e

-
2π
5

i

( x - 2)
5

x
2

(1 - x )
3

d x .

图 6 .11

最后得到

∫
1

0

d x

( x - 2)
5

x
2

(1 - x )
3

�=
-

5

8πi

e
2π
5

i
- e

-
2π
5

i

=
-

5

8π

2sin
2π
5

.

§3 .辐角原理及其应用

1 .对数留数  留数理论的重要应用之一是计算积分

1
2πi∫C

f′( z )
f ( z )

d z ,

它称为 f ( z )的对数留数 (这个名称来源于
f′( z )
f ( z)

=
d

d z
[ ln f ( z ) ] )

由它推出的辐角原理提供了计算解析函数零点个数的一个有效方

法 .特别是 ,可以借此研究在一个指定区域内多项式零点的个数问

题 .

显然 ,函数 f ( z)的零点和奇点都可能是
f′( z )
f ( z )
的奇点 .
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引理 6 .4  ( 1 ) 设 a 为 f ( z )的 n 阶零点 , 则 a 必为函数

f′( z )
f ( z )
的一阶极点 ,并且

Res
z = a

f′( z )
f ( z )

= n ;

(2 ) 设 b为 f ( z )的 m 阶极点 ,则 b 必为函数
f′( z )
f ( z )
的一阶极

点 ,并且

Res
z = b

f′( z )
f ( z )

= - m .

证  (1 ) 如 a 为 f ( z)的 n 阶零点 ,则在点 a 的邻域内有

f ( z) = ( z - a)
n
g ( z ) ,

其中 g( z )在点 a 的邻域内解析 ,且 g( a)≠0 .于是

f′( z ) = n ( z - a)
n - 1

g( z ) + ( z - a)
n

g′( z ) ,

f′( z )
f ( z )

=
n

z - a
+

g′( z )
g( z)

.

由于
g′( z )
g( z )
在点 a 的邻域内解析 ,故 a 必为

f′( z)
f ( z )
的一阶极点 ,且

Res
z = a

f′( z )
f ( z )

= n .

(2 ) 如 b为 f ( z )的 m 阶极点 ,则在点 b 的去心邻域内有

f ( z ) =
h( z)

( z - b)
m ,

其中 h( z )在点 b的邻域内解析 ,且 h( b)≠0 .由此易得

f′( z)
f ( z )

=
- m

z - b
+

h′( z )
h( z )

,

而
h′( z )
h( z)
在点 b 的邻域内解析 .故 b必为

f′( z )
f ( z )
的一阶极点 ,且

Res
z = b

f′( z )
f ( z )

= - m .

定理 6 .9  设 C 是一条周线 , f ( z )符合条件 :

(1 ) f ( z )在 C 的内部是亚纯的 ;
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(2 ) f ( z )在 C 上解析且不为零 .

则有  
1

2πi∫C

f′( z )
f ( z )

d z = N ( f , C) - P( f , C) , (6 .26)

式中 N ( f , C)与 P( f , C)分别表示 f ( z)在 C 内部的零点与极点

的个数 (一个 n 阶零点算作 n 个零点 ,而一个 m 阶极点算作 m 个

极点 ) .

证  由第五章习题 (二 ) 14 ,可知 f ( z )在 C 内部至多只有有

限个零点和极点 .设 ak ( k = 1 , 2 ,⋯ , p )为 f ( z )在 C 内部的不同

零点 ,其阶相应地为 nk ; bj ( j = 1 , 2 ,⋯ , q)为 f ( z )在 C内部的不

同极点 ,其阶相应地为 mj ,则根据引理 6 .4 知 ,
f′( z )
f ( z )
在 C的内部

及 C 上除去在 C内部有一阶极点 ak ( k = 1 , 2 ,⋯ , p )及 bj ( j = 1 ,

2 ,⋯ , q)外均是解析的 .故由留数定理及引理 6 .4 得

1
2πi

-∫C

f′( z )
f ( z )

d z = ∑
p

k = 1

Res
z = a

k

f′( z )
f ( z )

+ ∑
q

j = 1

Res
z = b

j

f′( z )
f ( z)

= ∑
p

k = 1

nk + ∑
q

j = 1

( - m j ) = N ( f , C) - P( f , C) .

2 .辐角原理  公式 ( 6 .26 )的左端是 f ( z )的对数留数 ,它有

简单的意义 .

为了说明这个意义 ,我们将它写成 �

 
1

2πi∫C

f′( z )
f ( z)

d z =
1

2πi∫C

d
d z

[ ln f ( z ) ]d z

=
1

2πi∫C
dln f ( z )

=
1

2πi∫C
dln | f ( z ) | + i∫C

darg f ( z ) ,

函数 ln | f ( z ) |是 z 的单值函数 ,当 z 从 z0 起绕行周线 C 一周回

到 z0 时 ,有

∫C
dln | f ( z) | = ln | f ( z0 ) | - ln | f ( z0 ) | = 0 .
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另一方面 ,当 z 从 z0 起沿周线 C 的正方向绕行一周而回到 z0 时 ,

arg f ( z )的值可能改变 .如图 6 .12 , 对应的 w = f ( z )从 w0 =

f ( z0 )起围绕原点 w = 0 二周后又回到起点 w0 = f ( z0 ) .显然 ,

arg f ( z )的终值φ1 与始值φ0 相差 4π .于是我们得

图 6 .12

1
2πi∫C

f′( z )
f ( z )

d z �=
i(φ1 - φ0 )

2πi

=
ΔC arg f ( z )

2π
,

式中ΔC arg f ( z )表示 z 沿 C 之正方向绕行一周后 arg f ( z )的改

变量 .它一定是 2π的整倍数 .

这样 ,我们可以将定理 6 .9 改写成 :

辐角原理  在定理 6 .9 的条件下 , f ( z)在周线 C 内部的零点

个数与极点个数之差 ,等于当 z 沿 C之正向绕行一周后 arg f ( z )

的改变量ΔC arg f ( z )除以 2π,即

N ( f , C) - P( f , C) =
ΔC arg f ( z )

2π
. (6 .27)

特别说来 ,如 f ( z)在周线 C 上及 C 之内部均解析 ,且 f ( z )

在 C上不为零 ,则
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N ( f , C ) =
ΔC arg f ( z )

2π
. (6 .28)

例 6 .21  设 f ( z ) = ( z - 1 ) ( z - 2 )
2

( z - 4 ) , C∶| z | = 3 ,试验

证辐角原理 .

解  f ( z )在 z 平面上解析 ,在 C 上无零点 ,且在 C 的内部只

有一阶零点 z = 1 及二阶零点 z = 2 .所以 ,一方面有

N ( f , C) = 1 + 2 = 3;

另一方面 ,当 z 沿正方向绕 C一周时 ,有

ΔC arg f ( z ) �=ΔC arg( z - 1) +ΔC arg( z - 2 )
2

 +ΔC arg( z - 4)

=ΔC arg( z - 1) + 2ΔC arg( z - 2)

= 2π+ 4π= 6π,

于是 , ( 6 .28 )成立 .

注  若将定理 6 .9 的条件 (2 )减弱为 :“ f ( z )连续到边界 C ,

且沿 Cf ( z )≠0”,则辐角原理 ( 6 .27 )式 [特别是当 f ( z )在 C内部

解析时 , ( 6 .28 )式 ]仍成立 .

事实上 ,首先取一条全含于 C 内部的周线 C′,使 C′的内部包

含 C 内部的全部零点和极点 ,则对此周线 C′,根据定理 6 .9 就有

N ( f , C) 2- P( f , C) = N ( f , C′)

- P( f , C′) =
ΔC′arg f ( z )

2π
,

然后过渡到极限 C′→ C ,利用函数 f ( z)的连续性即得 .

例 6 .22  设 n 次多项式

P( z) = a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an   ( a0≠0 )

在虚轴上没有零点 ,试证明它的零点全在左半平面 Re z < 0 内的

充要条件是

Δarg
y ( - ∞↗ + ∞ )

P( i y ) = nπ .

即当点 z 自下而上沿虚轴从点∞走向点∞的过程中 , P( z)绕原点
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转了
n
2
圈 .

证  令周线 CR 是右半圆周

ΓR : z = Re
iθ

-
π
2
≤θ≤
π
2

以及虚轴上从 Ri到 - Ri的有向线段所构成 (图 6 .13) .

图 6 .13

于是 P( z)的零点全在左半平面的充要条件为 N ( P , CR ) = 0

对任意 R 均成立 ,由 (6 .28)即知此条件可写成

 �0 = lim
R→ + ∞
ΔC

R
arg P( z)

= lim
R→ + ∞
ΔΓ

R
arg P( z ) - lim

R→ + ∞
Δy( - R↗ + R ) arg P( i y ) . (6 .29)

但我们有 �

 ΔΓ
R

arg P( z ) =ΔΓ
R

arg a0 z
n

[ 1 + g( z ) ]

=ΔΓ
R

arg a0 z
n

+ΔΓ
R

arg[ 1 + g( z ) ] ,

其中 g( z ) =
a1 z

n - 1
+⋯ + an

a0 z
n ,在 R→ + ∞时 g ( z )沿 ΓR 一致趋

于零 .

由此知
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lim
R→ + ∞
ΔΓ

R
arg[1 + g( z ) ] = 0 .

另一方面又有

ΔΓ
R

arg a0 z
n

=Δθ -
π
2
↗ +
π
2

arg a0 R
n
e

i nθ
= nπ .

这样一来 , ( 6 .29 )就是我们所要证明的

Δy( - ∞↗ + ∞ ) arg P( i y ) = nπ .

注  在自动控制中 ,若干物理和技术装置的稳定性归结为 ,要

求常系数线性微分方程

a0
d

n
y

d t
n + a1

d
n - 1

y
d t

n - 1 +⋯ + an y = f ( t )

解的稳定性 .此问题要求其特征多项式

P( z ) = a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an

的根全在左半平面 .例 6 .22 给出了此问题的一个判据 .

3 .儒歇 ( Rouché)定理  下面的定理是辐角原理的一个推论 ,

在考察函数的零点分布时 ,用起来更为方便 .

定理6 .10(儒歇定理 )  设 C 是一条周线 ,函数 f ( z )及φ( z)

满足条件 :

(1 ) 它们在 C 的内部均解析 ,且连续到 C ;

(2 ) 在 C 上 , | f ( z) | > |φ( z ) | ,

则函数 f ( z )与 f ( z ) + φ( z )在 C 的内部有同样多 (几阶算作几

个 )的零点 ,即

N ( f +φ, C) = N ( f , C) .

证  由假设知 f ( z )及 f ( z ) +φ( z )在 C的内部解析 ,且连续

到 C ,在 C 上有  | f ( z ) | > 0 ,

| f ( z ) +φ( z ) |≥ | f ( z ) | - |φ( z ) | > 0 .

这样一来 ,这两个函数 f ( z)及 f ( z ) +φ( z )都满足定理 6 .9

及其注的条件 .由于这两个函数在 C 的内部解析 ,于是由 (6 .28 ) ,

下面只须证明

ΔC arg[ f ( z) +φ( z ) ] =ΔC arg f ( z) . (6 .30)
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由关系式

f ( z ) +φ( z ) = f ( z ) 1 +
φ( z )
f ( z)

,

ΔC arg[ f ( z ) +φ( z) ] =ΔC arg f ( z ) +ΔC arg 1 +
φ( z)
f ( z )

, (6 .31)

根据条件 (2 ) ,当 z 沿 C 变动时 |φ( z )/ f ( z ) | < 1 .借助函数η= 1

+
φ( z)
f ( z)
将 z 平面上的周线 C 变成η平面上的闭曲线Γ .于是 Γ

全在圆周 |η - 1 | = 1 的内部 (图 6 .14 ) ,而原点 η= 0 又不在此圆

周的内部 .即是说 ,点η不会围着原点η= 0 绕行 .故

图 6 .14

ΔC arg 1 +
φ( z )
f ( z )

= 0 ,

由 (6 .31)即知 (6 .30)为真 .

例 6 .23  设 n 次多项式

p( z ) = a0 z
n

+⋯ + at z
n - t

+⋯ + an  ( a0≠0 )

符合条件

| at | > | a0 | +⋯ + | at - 1 | + | at + 1 | +⋯ + | an | ,

则 p( z )在单位圆 | z | < 1 内有 n - t 个零点 .

证  取 f ( z ) = at z
n - t

,
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φ( z ) = a0 z
n

+⋯ + at - 1 z
n - t + 1

+ at + 1 z
n - t - 1

+⋯ + an ,

易于验证在单位圆周 | z | = 1 上 ,有

| f ( z ) | > |φ( z) | .

依儒歇定理知 , p( z ) = f ( z ) +φ( z )在单位圆 | z | < 1 内的零点 ,

与 f ( z ) = at z
n - t
在单位圆 | z | < 1 内的零点一样多 ,即 n - t 个 .

据此 ,一望而知 :

方程 z
8

- 5 z
5

- 2 z + 1 = 0 在单位圆内有 5 个根 ;

方程 z
7

- 5 z
4

+ z
2

- 2 = 0 在单位圆内有 4 个根 ;

方程 z
4

- 5 z + 1 = 0 在单位圆内有 1 个根 ;

方程 z
6

+ 6 z + 10 = 0 在单位圆内无根 .

例6 .24  试证 :当 | a | > e时 ,方程 e
z

- a z
n

= 0 在单位圆 | z |

< 1 内有 n 个根 .

证  在单位圆周 | z | = 1 上 ,有

| - az
n

| = | a | > e,

| e
z

| = e
R e z
≤e

| z |
= e,

即有 | - az
n

| > | e
z

| ,

而函数 e
z
及 - az

n
均在单位闭圆 | z |≤1 上解析 .故由儒歇定理

N (e
z

- az
n

, | z | = 1 ) = N ( - az
n
, | z | = 1) = n .

即方程 e
z

- az
n

= 0 在单位圆 | z | < 1 内有 n 个根 .

例 6 .25  应用儒歇定理证明代数学基本定理 :任一 n 次方程

a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an - 1 z + an = 0  ( a0≠0 )

有且只有 n 个根 (几重根就算作几个根 ) .

证  命 f ( z ) = a0 z
n

,φ( z ) = a1 z
n - 1

+⋯ + an ,当 z 在充分

大的圆周 C : | z | = R 上时 ,例如取

R > max
| a1 | +⋯ + | an |

| a0 |
, 1 ,

有 |φ( z) | �≤ | a1 | R
n - 1

+⋯ + | an - 1 | R + | an |

< ( | a1 | +⋯ + | an | ) R
n - 1
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< | a0 | R
n

= | f ( z ) | ,

由儒歇定理即知在圆 | z | < R 内 ,方程

a0 z
n

+ a1 z
n - 1

+⋯ + an - 1 z + an = 0 与 a0 z
n

= 0

有相同个数的根 .而 a0 z
n

= 0 在 | z | < R 内有一个 n 重根 z = 0 .因

此原 n 次方程在 | z | < R 内有 n 个根 .

另外 ,在圆周 | z | = R 上 ,或者在它的外部 , 任取一点 z0 , 则

| z0 | = R0≥ R ,于是 �

 | a0 z
n

0 + a1 z
n - 1

0 +⋯ + an - 1 z0 + an |

≥ | a0 z
n
0 | - | a1 z

n - 1
0 + a2 z

n - 2
0 +⋯ + an |

≥ | a0 | R
n

0 - ( | a1 | R
n - 1

0 + | a2 | R
n - 2

0 +⋯ + | an | )

> | a0 | R
n
0 - ( | a1 | + | a2 | +⋯ + | an | ) R

n - 1
0

> | a0 | R
n

0 - | a0 | R
n

0 = 0 ,

这说明原 n 次方程在圆周 | z | = R 上及其外部都没有根 .所以原

n 次方程在 z 平面上有且只有 n 个根 .

例 6 .26  试证 :方程

z
7

- z
3

+ 12 = 0 (6 .32)

的根全在圆环 1 < | z | < 2 内 .

证  由例 6 .23 知方程 ( 6 .32 )在圆周 | z | = 1 的内部无根 .

又在圆周 | z | = 2 上

| 12 - z
3

|≤12 + | z |
3

= 12 + 8 = 20 < 128 = 2
7

= | z
7

| ,

故由儒歇定理 ,方程 ( 6 .32 )的 7 个根全在

1≤ | z | < 2

上 .但当 | z | = 1 时

| z
7

- z
3

| = | z |
3

| z
4

- 1 |≤ | z |
3

( | z |
4

+ 1) = 2 ,

| z
7

- z
3

+ 12 |≥12 - | z
7

- z
3

|≥12 - 2 = 10 > 0 .

故方程 (6 .32)的根全在圆环 1 < | z | < 2 内 .

下面应用儒歇定理证明的定理是单叶解析函数的一个重要性

质 .在下一章共形映射中要用 .
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定理 6 .11  若函数 f ( z )在区域 D 内单叶解析 ,则在 D 内

f′( z )≠0 .

证  若有 D的点 z0 使 f′( z0 ) = 0 ,则 z0 必为 f ( z ) - f ( z0 )

的一个 n 阶零点 ( n≥2 ) .由零点的孤立性 , 故存在δ> 0 , 使在圆

周 C : | z - z0 | =δ上

f ( z ) - f ( z0 )≠0 ,

在 C的内部 , f ( z) - f ( z0 )及 f′( z )无异于 z0 的零点 .

命 m 表 | f ( z ) - f ( z0 ) |在 C 上的下确界 ,则由儒歇定理即

知 ,当 0 < | - a | < m 时 , f ( z ) - f ( z0 ) - a 在圆周 C 的内部亦恰

有 n 个零点 .但这些零点无一为多重点 , 理由是 f′( z )在 C 内部

除 z0 外无其他零点 ,而 z0 显然非 f ( z ) - f ( z0 ) - a 的零点 .

故命 z1 , z2 ,⋯ , zn 表 f ( z ) - f ( z0 ) - a在 C 内部的 n 个相异

零点 .于是

f ( zk ) = f ( z0 ) + a  ( k = 1 , 2 ,⋯ , n ) .

这与 f ( z )的单叶性假设矛盾 .

故在区域 D内 f′( z )≠0 .

思考题  试举一个初等解析函数 ,说明定理 6 .11 的逆不真 .

第六章习题

(一 )

1  求下列函数 f ( z )在指定点的留数 .

( 1)
z

( z - 1) ( z + 1) 2在 z = ±1 ,∞ .

答 : Res
z = 1

f ( z ) =
1
4

; Res
z = - 1

f ( z ) = -
1
4

.

( 2)
1

sin z
在 z = nπ( n = 0 ,±1 ,⋯ ) .

962第六章习题



答 : Res
z = nπ

f ( z ) =
1

cos nπ
= ( - 1) n .

( 3)
1 - e

2 z

z4 在 z = 0 ,∞ .

答 : Res
z = 0

f ( z ) = -
4
3

.

( 4) e
1

z - 1在 z = 1 ,∞ .

答 : Res
z = 1

f ( z ) = 1 .

( 5)
z2 n

( z - 1) n在 z = 1 ,∞ .

答 : Res
z = 1

f ( z ) =
(2 n ) !

( n - 1) ! ( n + 1) !
.

( 6)
e z

z2 - 1
在 z = ±1 ,∞ .

答 : Res
z = ∞

f ( z ) =
e - 1 - e

2
.

2  求下列函数 f ( z )在其孤立奇点 (包括无穷远点 )处的留数 ( m 是正

整数) .

( 1) zm sin
1
z

.

答 : �m 为奇数时 , Res
z = 0

f ( z) = 0;

m 为偶数 2 k时 , Res
z = 0

f ( z ) =
( - 1) k

(2 k + 1) !
.

( 2)
z2 m

1 + zm .

答 : �Res
z = e

k

f ( z ) = -
ek

m
,其中 ek = e

( 2 k + 1 )πi
m ( k = 0 , 1 ,⋯ , m - 1 ) ;

Res
z = ∞

f ( z ) N= - ∑
m - 1

k = 0

-
ek

m
(e

m
k = - 1 )

=
1
m∑

m - 1

k = 0

ek =
 0 , m > 1 ,

- 1 , m = 1 .

( 3)
1

( z - α) m ( z - β)
 (α≠β) .

答 : Res
z =α

f ( z) = -
1

(β- α) m ; Res
z =β

f ( z ) =
1

(β- α) m .
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( 4)
e z

z
2

( z -πi )
4 .

答 : �Res
z = 0

f ( z ) =
π- 4i
π

5 ;

Res
z =πi

f ( z ) =
1

6π
5 (π3 + 6π2 i - 18π - 24i) .

3  计算下列各积分 :

( 1)∫| z | = 1

d z
zsin z

; ( 2)
1

2πi∫| z | = 2

e zi

1 + z
2 d z ;

( 3)∫C

d z
( z - 1)

2
( z

2
+ 1)

, C : x2 + y2 = 2 ( x + y ) ;

( 4)∫| z | = 1

d z
( z - a)

n
( z - b)

n  
| a | < 1

| b | < 1
, a≠ b, n 为正整数 .

答 : (1) 0 ; (2 ) sin t ; (3 ) -
1
2
πi ; ( 4) 0 .

4  求下列各积分之值 :

( 1)∫
2π

0

dθ
a + cos θ

( a > 1 ) ; ( 2)∫
2π

0

d x

(2 + 3cos x )2
;

( 3)∫
π

0
tan (θ+ i a) dθ ( a 为实数且 a≠0 ) .

答 : (1)
2π

a
2

- 1
; ( 2) 4π; ( 3)πi( a > 0) ; -πi ( a < 0 ) .

5  求下列各积分 :

( 1)∫
+∞

0

x2

( x2 + 1 ) ( x2 + 4)
d x ; �( 2)∫

+∞

- ∞

x2

( x2 + a2 ) 2 d x ( a > 0 ) ;

( 3)∫
+∞

- ∞

cos x
( x2 + 1 ) ( x2 + 9)

d x ; ( 4)∫
+∞

0

xsin mx
x4 + a4 d x

m > 0

a > 0
.

答 : �(1)
π
6

; (2)
π
2 a

; ( 3)
π

24e3 ( 3e2 - 1) ;

(4)
π

2 a
2 e -

ma

2 sin
ma

2
.

6  仿照例 6 .15 的方法计算下列积分 :

( 1)∫
+∞

0

sin x
x ( x2 + a2 )

d x ( a > 0) ;  (2 )∫
+∞

0

sin x
x ( x2 + 1) 2 d x .
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答 : (1)
π

2 a
2 ( 1 - e - a ) ;  (2 )

π
2

1 -
3
2e

.

7  从∫C

e
iz

z
d z 出发 ,其中 C是如图 6 .15 所示之周线 ( z沿正实轴取正

值) ,证明

∫
+∞

0

cos x

x
d x =∫

+∞

0

sin x

x
d x =
π
2

.

图 6 �.15 图 6 Y.16

  8  从∫C

zln z
( 1 + z ) 2 d z 出发 ,其中 C 是如图 6 .16所示的周线 ,证明 :

∫
+∞

0

x ln x
(1 + x )2 d x =π,

∫
+∞

0

x
(1 + x )

2 d x =
π
2

.

9  证明

I =∫
1

0

d x

( 1 + x2 ) 1 - x2
=
π

2 2
.

提示  取辅助函数

f ( z ) =
1

(1 + z2 ) 1 - z2
.

沿图 6 .17所示之路径 C积分 ,其中根式是沿 l′取正值的那一支 .C′r : | z + 1 |

= r , C″r : | z - 1 | = r , CR : | z | = R , r 充分小 , R充分大 .

10  证明方程
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图 6 .17

cz - λ = z  (λ> 1)

在单位圆 | z | < 1 内恰有一个根 ,且为实根 .

11  证明方程

e z - eλzn = 0  (λ> 1 )

在单位圆 | z | < 1 内有 n 个根 .

12  若 f ( z )在周线 C 内部除有一个一阶极点外解析 ,且连续到 C ,在

C上 | f ( z) | = 1 .证明

f ( z ) = a  ( | a | > 1)

在 C内部恰好有一个根 .

提示  用辐角原理证明

N ( f ( z ) - a , C) - P ( f ( z) - a , C) = 0 .

13  若 f ( z)在周线 C内部亚纯且连续到 C ,试证 :

( 1) 若 z∈ C时 , | f ( z ) | < 1 ,则方程 f ( z ) = 1 在 C的内部根的个数 ,等

于 f ( z )在 C的内部的极点个数 .

( 2) 若 z∈ C时 , | f ( z ) | > 1 ,则方程 f ( z ) = 1 在 C的内部根的个数 ,等

于 f ( z )在 C的内部的零点个数 .

14  设 φ( z )在 C : | z | = 1 内部解析 ,且连续到 C ,在 C上 |φ( z ) | < 1 .

试证 :在 C内部只有一个点 z0 ,使φ( z0 ) = z0 .

(二 )

1  计算积分
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( 1)∫C : | z | = 2

z
1
2

- sin
2

z
d z ;

( 2)∫C : | z | = 2

z
z

4
- 1

d z ;

( 3)∫C : | z | = 2

d z
( z + i) 10 ( z - 1) ( z - 3)

;

( 4)∫
π
2

0

d x
a + sin

2
x
 ( a > 0 ) ;

( 5)∫
+∞

0

xsin ax
x2 + b2 d x  ( a > 0 , b > 0 ) .

答 : �(1) -π
2

i; (2) 0 ; (3 ) -
πi

(3 + i )10 ;

(4)
π

2 a( a + 1 )
; ( 5)
π
2

e
- ab

.

2  计算积分

1
2πi∫C

dζ
ζ(ζ- z)

,

其中 C为单位圆周 |ζ| = 1 , z ∈C .

3  设 f ( z )在 | z | < 1 内解析 ,在 | z |≤1 上连续 ,试证 :

( 1 - | z |
2

) f ( z ) =
1

2πi∫C : |ζ| = 1
f (ζ)

1 - 珔zζ
ζ- z

dζ,

其中 z 属于 C的内部 .

4  试证 :

zn

n !

2

=
1

2πi∫C

zn e zζ

n ! ζn·
dζ
ζ

,

这里 C是围绕原点的一条周线 .

5  试证 :含点∞的区域的留数定理 (在例 6 .20中列出并引用过 ) .

6  试证 :

I1 =∫
2π

0
ecos θcos( nθ- sinθ) dθ=

2π
n !

.

提示  考虑 I1 + i I2 ,其中

I2 =∫
2π

0
ecos θsin ( nθ- sin θ) dθ.

7  设函数 f ( z )在 | z |≤ r 上解析 ,在 | z | = r 上 f ( z )≠0 .试证 :在 | z |
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= r上 ,

Re z
f′( z )
f ( z )

的最大值至少等于 f ( z)在 | z | < r 内的零点个数 .

提示  应用定理 6 .9 .

8  设 C是一条周线 ,且设

( 1) f ( z )符合定理 6 .9 的条件 [ ak ( k = 1 , 2 ,⋯ , p)为 f ( z )在 C内部的

不同的零点 ,其阶相应为 nk ; bj ( j = 1 ,2 ,⋯ , q)为 f ( z)在 C内部的不同的极

点 ,其阶相应为 m j ] ;

( 2) φ( z)在闭域 I ( C)上解析 .

则有(试证 )

1
2πi∫C
φ( z )

f′( z)
f ( z)

d z = ∑
p

k = 1

nkφ( ak ) - ∑
q

j = 1

mjφ( bj )

(这是定理 6 .9的推广 ,φ( z ) = 1 时就是定理 6 .9 ) .

9  设 C是一条周线 ,且设

( 1) f ( z )、φ( z)在 C内部亚纯 ,且连续到 C ,

( 2) 沿 C , | f ( z ) | > |φ( z ) | ,

则(试证 )  ` N ( f ( z ) +φ( z ) , C) - P ( f ( z ) + φ( z) , C)

= N ( f ( z ) , C) - P( f ( z ) , C) .

注  这是儒歇定理的推广形式 .为了给出它的一个应用 ,可参阅 :“钟玉

泉 .一个解析函数定理的推广 .四川大学学报 (自然科学版 ) , 1990 ( 1) , 86～

87 .”

10  如果| a | >
e

R

Rn ,试证方程

     �e z = azn  ( n 为正整数)

在圆 | z | < R内恰有 n个根 .

11  试证方程

sin z = 2 z
4

- 7 z + 1

在单位圆 | z | < 1 内恰有一个根 .

提示  应用第二章习题 (二 )5 .

12  试证方程

z + e - z = a  ( a > 1)
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在 Re z > 0 内只有一个根 ,且为实根 .

13  方程

z4 - 8 z + 10 = 0

在圆 | z | < 1 与在圆环 1 < | z | < 3内各有几个根 ?

答 :前者无根 ;后者有 4个根 .

14  应用儒歇定理证明例 3 .11 .

15  设 D是周线 C的内部 , f ( z)在闭域  D = D + C上解析 .试证 :在 D

内不可能存在一点 z0 使

| f ( z ) | < | f ( z0 ) |  ( z∈ C) .

16  设 (1 ) f ( z )在点 z0 解析 , f ( z0 ) = w0 ;

   ( 2) f ( z ) - w0 以 z0 为 n 阶零点 .

试证 :对于充分小的ε> 0 ,能确定 δ> 0 ,使对满足 | a - w0 | <δ的 a ,函数

f ( z ) - a在圆 | z - z0 | <ε内恰有 n 个一阶零点 .
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第七章  共 形 映 射

  前几章主要是用分析的方法 ,也就是用微分、积分和级数等来

讨论解析函数的性质和应用 .内容主要涉及柯西理论 .在这一章

中 ,我们将从几何的角度来对解析函数的性质和应用进行讨论 .

第一章我们曾经说过 ,一个复变函数 w = f ( z ) ( z∈ E) ,从几

何观点看来 ,可以解释为从 z 平面到 w 平面之间的一个变换 ,本

章将讨论解析函数所构成的变换 (简称解析变换 )的某些重要特

性 .我们将看到 ,这种变换在导数不为零的点处具有一种保角的特

性 ,它在数学本身以及在解决流体力学、弹性力学、电学等学科的

某些实际问题中 ,都是一种使问题化繁为简的重要方法 .

§1 .解析变换的特性

1 .解析变换的保域性

定理 7 .1(保域定理 )  设 w = f ( z )在区域 D 内解析且不恒

为常数 ,则 D的像 G = f ( D )也是一个区域 .

证  首先证明 G的每一点都是内点 .设 w0 ∈G ,则有一点 z0

∈D ,使 w0 = f ( z0 ) .要证 w0 为 G的内点 ,只须证明 w * 与 w0

充分接近时 , w * 亦属于 G ,即是说 ,只须证明 ,当 w * 与 w0 充分

接近时 ,方程 w * = f ( z )在 D内有解 .为此 ,考查

f ( z) - w * = f ( z ) - w0 + w0 - w * ,



由解析函数零点的孤立性 ,必有以 z0 为心的某个圆周 C , C 及 C

的内部全含于 D ,使得 f ( z ) - w0 在 C 上及 C 的内部 (除 z0 外 )

均不为零 .因而在 C 上 | f ( z ) - w0 |≥δ> 0 .对在邻域 | w * - w0 |

<δ内的点 w * 及在 C上的点 z 有

| f ( z ) - w0 |≥δ> | w * - w0 | .

因此根据第六章的儒歇定理 ,在 C 的内部

f ( z ) - w * = [ f ( z) - w0 ] + w0 - w *

与 f ( z ) - w0

有相同的零点个数 .于是 w * = f ( z )在 D内有解 .

其次 ,要证明 G中任意两点 w1 = f ( z1 ) , w2 = f ( z2 )均可以

用一条完全含于 G 的折线联结起来 .为此 ,由于 D 是区域 ,可在

D内取一条联结 z1、z2 的折线 C : z = z ( t ) [ t1 ≤ t≤ t2 , z ( t1 ) =

z1 , z ( t2 ) = z2 ] .于是 ,Γ: w = f [ z ( t ) ] ( t1≤ t≤ t2 )就是联结 w1、

w2 的并且完全含于 G的一条曲线 .从而 ,参照柯西积分定理的古

莎证明第三步 ,可以找到一条联结 w1 , w2 ,内接于 Γ且完全含于

G的折线Γ1 .

总结以上两点 ,即知 G = f ( D)是区域 .

推论 7 .2  设 w = f ( z )在区域 D内单叶解析 ,则 D的像 G

= f ( D )也是一个区域 .

证  因 f ( z )在区域 D内单叶 ,必 f ( z )在 D内不恒为常数 .

注  定理 7 .1 可以推广成这样的形式 :“ w = f ( z )在扩充 z

平面的区域 D内亚纯 ,且不恒为常数 ,则 D的像 G = f ( D)为扩充

w 平面上的区域 .”

上一章末 ,我们证明了单叶解析函数的一个重要性质 , 定理

6 .11 ,其逆不真 ,但有下面我们引出的另一个定理 ,局部单叶性 ,列

入本章习题 (二 ) 1 ,让读者自己证明 .

定理 7 .3  设函数 w = f ( z )在点 z0 解析 ,且 f′( z0 )≠0 ,则

f ( z )在 z0 的一个邻域内单叶解析 .
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由此可见 ,符合本定理条件的解析变换 w = f ( z )将 z0 的一

个充分小邻域变成 w0 = f ( z0 )的一个曲边邻域 .

2 .解析变换的保角性———导数的几何意义

设 w = f ( z ) 于区域 D 内解析 , z0 ∈ D , 在点 z0 有导数

f′( z0 )≠0 .通过 z0 任意引一条有向光滑曲线

C: z = z ( t)  ( t0≤ t≤ t1 ) ,

z0 = z ( t0 ) .则必 z′( t0 )存在且 z′( t0 )≠ 0 , 从而由第二章习题

(一 ) 1 , C 在 z0 有切线 , z′( t0 ) 就是切向量 , 它的倾角为 ψ =

arg z′( t0 ) .经过变换 w = f ( z ) , C 之像曲线Γ= f ( C)的参数方

程应为

Γ: w = f [ z ( t ) ]  ( t0≤ t≤ t1 ) .

由定理 7 .3 及第三章习题 (一 ) 13 ,Γ在点 w0 = w ( t0 )的邻域

内是光滑的 .又由于 w′( t0 ) = f′( z0 ) z′( t0 )≠0 , 故 Γ在 w0 =

f ( z0 )也有切线 , w′( t0 )就是切向量 ,其倾角为

Ψ = arg w′( t0 ) = arg f′( z0 ) + arg z′( t0 ) ,

即 Ψ =ψ+ arg f′( z0 ) .

假设 f′( z0 ) = Re
iα

,

则必 | f′( z0 ) | = R , arg f′( z0 ) =α,

于是 Ψ - ψ=α, ( 7 .1)

且 lim
Δ z→0

Δw
Δz

= R≠0 . ( 7 .2)

如果我们假定 x 轴与 u 轴、y 轴与 v 轴的正方向相同 (如图

7 .1 ) ,而且将原曲线的切线正方向与变换后像曲线的切线正方向

间的夹角 ,理解为原曲线经过变换后的旋转角 ,则

(7 .1)说明:像曲线Γ在点 w0 = f ( z0 )的切线正向 ,可由原像曲

线 C在点 z0 的切线正向旋转一个角 arg f′( z0 )得出 .arg f′( z0 )

仅与 z0 有关 , 而与过 z0 的曲线 C的选择无关 , � ��称为变换 w =

� 蔷f ( z )在点 z0 的旋转角 .这也就是导数辐角的几何意义 .
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图 7 .1

(7 .2 )说明 :像点间的无穷小距离与原像点间的无穷小距离之

比的极限是 R = | � 紁f′( z0 ) | ,它仅与 z0 有关 ,而与过 z0 的曲线 C

之方向无关 . � ��称为变换 w = f ( z )在点 z0 的伸缩率 .这也就是导数

模的几何意义 .

上面提到的旋转角与 C的选择无关这个性质 ,称为旋转角不

变性 ;伸缩率与 C 的方向无关这个性质 ,称为伸缩率不变性 .

从几何意义上看 :如果忽略高阶无穷小 ,伸缩率不变性就表示

w = f ( z )将 z = z0 处的无穷小的圆变成 w = w0 处的无穷小的

圆 ,其半径之比为 | f′( z0 ) | .

上面的讨论说明 :解析函数在导数不为零的地方具有旋转角

不变性和伸缩率不变性 .

例 7 .1  试求变换 w = f ( z ) = z
2

+ 2 z 在点 z = - 1 + 2i处的

旋转角 ,并且说明它将 z 平面的哪一部分放大 ? 哪一部分缩小 ?

解  因 f′( z ) = 2 z + 2 = 2 ( z + 1) ,

f′( - 1 + 2i) = 2( - 1 + 2i + 1) = 4i,

故在点 - 1 + 2i处的旋转角 = arg f′( - 1 + 2i) =
π
2

.

又因 | f′( z ) | = 2 ( x + 1 )
2

+ y
2

,这里 z = x + i y ,而 | f′( z) |

< 1 的充要条件是 ( x + 1)
2

+ y
2

<
1
4

,故 w = f ( z ) = z
2

+ 2 z 把以
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- 1 为心 ,
1
2
为半径的圆周内部缩小 ,外部放大 .

现在 ,我们再继续上面的讨论 .

经点 z0 的两条有向曲线 C1、C2 的切线方向所构成的角 ,称

为两曲线在该点的夹角 .今设 Ci ( i = 1 , 2 )在点 z0 的切线倾角为

ψi ( i = 1 ,2 ) ; Ci 在变换 w = f ( z )下的像曲线 Γi 在点 w0 = f ( z0 )

的切线倾角为 Ψi ( i = 1 , 2) ,则由 ( 7 .1)有

Ψ1 - ψ1 =α及Ψ2 - ψ2 =α,

即有 Ψ1 - ψ1 = Ψ2 - ψ2 ,

所以

Ψ1 - Ψ2 =ψ1 - ψ2 =δ .

这里ψ1 - ψ2 是 C1 和 C2 在点 z0 的夹角 (反时针方向为正 ) , Ψ1

- Ψ2 是 Γ1 和 Γ2 在像点 w0 = f ( z0 )的夹角 (反时针方向为正 ) .

由此可见 ,这种保角性既保持夹角的大小 ,又保持夹角的方向 (图

7 .2) .

图 7 .2

定义 7 .1  若函数 w = f ( z )在点 z0 的邻域内有定义 ,且在

点 z0 具有 :

(1 ) 伸缩率不变性 ,

(2 ) 过 z0 的任意两曲线的夹角在变换 w = f ( z )下 , 既保持

大小 ,又保持方向 ,
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则称函数 w = f ( z ) � �!在点 z0 是保角的 ,或称 w = f ( z ) � �!在点 z0 处

� E是保角变换 .如果 w = f ( z )在区域 D 内处处都是保角的 ,则称 w

= f ( z ) � 穝在区域 D内是保角的 ,或称 w = f ( z ) � 穝在区域 D内是保角

� 祌变换 .

总结以上的讨论 ,我们得到

定理7 .4  如 w = f ( z )在区域 D内解析 ,则它在导数不为零

的点处是保角的 .

从而在这些点的各自充分小邻域内也是保角的 (何故 ?) .

推论 7 .5  如 w = f ( z)在区域 D 内单叶解析 ,则 w = f ( z )

在 D内是保角的 .

证  因由定理 6 .11 ,在 D 内 f′( z )≠0 .

例7 .2  试证 : w = e
i z
将互相正交的直线族 Re z = C1 与

Im z = C2依次变为互相正交的直线族 v = u tan C1 与圆周族

u
2

+ v
2

= e
- 2 C

2

证  正交直线族  Re z = C1 与 Im z = C2

在变换

w = e
i z

下 ,有 u + i v = w = e
i z

= e
i ( C

1
+ i C

2
)

= e
- C

2 e
i C

1 ,

即有像曲线族

u
2

+ v
2

= e
- 2 C

2 与 arc tan
v
u

= C1 .

由于在 z 平面上 e
i z
处处解析 ,且

d w
d z

= ie
i z
≠0 ,

所以在 w 平面上圆周族

u
2

+ v
2

= e
- 2 C

2

与直线族

v = u tan C1

也是互相正交的 .
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3 .单叶解析变换的共形性

定义7 .2  如果 w = f ( z )在区域 D内是单叶且保角的 ,则称

此变换 w = f ( z ) � 穕在 D内是共形的 ,也称它为 � 穕D内的共形映射 .

注  解析变换 w = f ( z )在解析点 z0 如有 f′( z0 )≠ 0 (由

f′( z )在 z0 的连续性 ,必在 z0 的邻域内≠0 ) ,于是 w = f ( z)在点

z0 保角 ,因而在 z0 的邻域内单叶保角 ,从而在 z0 的邻域内共形

(局部 ) ;在区域 D 内 w = f ( z ) (整体 )共形 ,必然在 D内处处 (局

部 )共形 ,但反过来不必真 .

例 7 .3  讨论解析函数 w = z
n

( n 为正整数 )的保角性和共形

性 .

解  (1 ) 因为

d w
d z

= n z
n - 1
≠0  ( z≠0) ,

故 w = z
n
在 z 平面上除原点 z = 0 外 ,处处都是保角的 .

(2 ) 由于 w = z
n
的单叶性区域是顶点在原点张度不超过

2π
n

的角形区域 .故在此角形区域内 w = z
n
是共形的 .在张度超过

2π
n

的角形区域内 , 则不是共形的 , 但在其中各点的邻域内是共形的

(由定理 7 .3 ) .

定理 7 .6  设 w = f ( z )在区域 D内单叶解析 ,则

(1 ) w = f ( z )将 D共形映射成区域 G = f ( D) .

(2 ) 反函数 z = f
- 1

( w )在区域 G内单叶解析 ,且

f
- 1
′( w0 ) =

1
f′( z0 )
 ( z0∈ D , w0 = f ( z0 )∈ G) .

证  (1 ) 由推论 7 .2 , G是区域 ,由推论 7 .5 及定义 7 .2 , w =

f ( z )将 D共形映射成 G .

(2 ) 由定理 6 .11 , f′( z0 )≠ 0 ( z0 ∈ D ) ,又因 w = f ( z )是 D

到 G的单叶满变换 ,因而是 D到 G的一一变换 .于是 ,当 w≠ w0
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时 , z≠ z0 ,即反函数 z = f
- 1

( w )在区域 G内单叶 .故

f
- 1

( w ) - f
- 1

( w0 )
w - w0

=
z - z0

w - w0
=

1
w - w0

z - z0

.

由假设 f ( z) = u ( x , y ) + i v ( x , y )在区域 D内解析 ,即在 D内满

足 C . - R .方程

ux = vy , uy = - vx .

故  
u x uy

vx vy

.
=

u x - vx

vx ux

= u
2

x + v
2

x

= | ux + i vx |
2

= | f′( z ) |
2
≠0 ,  ( z∈D )

由数学分析中隐函数存在定理 ,存在两个函数

x = x ( u , v ) , y = y ( u , v )

在点 w0 = u0 + i v0 及其一个邻域 Nε ( w0 )内为连续 .即在邻域

Nε ( w0 )中 ,当 w→ w0 时 ,必有 z = f
- 1

( w )→ z0 = f
- 1

( w0 ) .

故 �lim
w→ w

0

f
- 1

( w ) - f
- 1

( w0 )
w - w0

=
1

lim
z→ z

0

w - w0

z - z0

=
1

lim
z→ z

0

f ( z ) - f ( z0 )
z - z0

=
1

f′( z0 )
.

即 f
- 1
′( w0 ) =

1
f′( z0 )
 ( z0∈ D , w0 = f ( z0 )∈ G) .

由于 w0 或 z0 的任意性 ,即知 z = f
- 1

( w )在区域 G内解析 .

注  D . Menchoff 曾经证明本定理 ( 1 )款之逆亦真 .即“如

w = f ( z )将区域 D共形映射成区域 G ,则 w = f ( z )在 D内单叶

解析 .”其证明可见 D . Menchoff , Les conditions de monogénéité(单

演性条件 ) ,巴黎 , 1936 , 39 页及以后 .

由此可见 ,如 w = f ( z)将区域 D共形映射成区域 G = f ( D) ,

则其反函数 z = f
- 1

( w )将区域 G共形映射成区域 D .这时 ,区域
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D内的一个无穷小曲边三角形δ变换成区域 G 内的一个无穷小

曲边三角形� (如图 7 .3 ) ,由于保持了曲线间的夹角大小及方向 ,

故δ与�“相似”.这就是共形映射这一名称的由来 .

图 7 .3

共形映射理论的基本任务是 ,给定一个区域 D及另一个区域

G ,要求找出将 D共形映射成 G 的函数 f ( z )以及惟一性条件 .共

形映射的这种一般理论 ,我们将放到本章§4 叙述 .

显然 ,两个共形映射的复合仍然是一个共形映射 .具体地说 ,

如ξ= f ( z)将区域 D共形映射成区域 E ,而 w = h(ξ)将 E 共形

映射成区域 G ,则 w = h [ f ( z ) ]将区域 D共形映射成区域 G .利

用这一事实 ,可以复合若干基本的共形映射而构成较为复杂的共

形映射 .

下面§2 及§3 研究分式线性变换和由某些初等函数构成的

函数的共形性 .它们在共形映射中都是很基本的 .

§2 .分式线性变换

1 . 分式线性变换及其分解

w =
az + b
cz + d

,
a b

c d
= ad - bc≠0 ( 7 .3)

称为分式线性变换 .简记为 w = L ( z ) .
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条件 ad - bc≠0 是必要的 ,否则将导致 L ( z)恒为常数 .

此外 ,我们将 ( 7 .3)式在扩充 z 平面上加以如下补充定义 :

如 c≠0 ,在 z = -
d
c
处定义 w =∞ ,在 z =∞处定义 w =

a
c

;

如 c = 0 ,在 z =∞处定义 w =∞ .

这样 ,我们总认为分式线性变换 w = L ( z )是定义在整个扩

充 z 平面上的 .变换 (7 .3 )将扩充 z 平面一一地因而单叶地变成

扩充 w 平面 .事实上 , ( 7 .3)具有逆变换

z =
- d w + b
cw - a

. ( 7 .4)

根据定理 7 .1 的注 ,分式线性变换 ( 7 .3 )在扩充 z 平面上是

保域的 .

注  分式线性变换 ( 7 .3)由德国数学家莫比乌斯 ( M�bius )作

过大量的研究 .在许多文献中 ,它就称为莫比乌斯变换 .

分式线性变换 (7 .3 )总可以分解成下述简单类型变换的复合 :

(Ⅰ ) w = kz + h  ( k≠0) ,

(Ⅱ ) w =
1
z

.

事实上 ,当 c = 0 时 , ( 7 .3)已经是 (Ⅰ )型变换

w =
a
d

z +
b
d

;

当 c≠0 时 , (7 .3 )式可改写为

w =
a
c

+
bc - ad

c( cz + d)
=

bc - ad
c
·

1
cz + d

+
a
c

, ( 7 .3)′

它就是下面三个形如 (Ⅰ )和 (Ⅱ )的变换

ξ= cz + d ,η=
1
ξ

,

w =
bc - ad

c
η+

a
c

的复合 .

因此 ,弄清楚 (Ⅰ ) , (Ⅱ )型变换的几何性质 ,就可弄清楚一般
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分式线性变换 (7 .3 )的性质 .

下面 ,我们来考察 (Ⅰ )和 (Ⅱ )型变换的几何意义 .

(Ⅰ ) 型变换 w = kz + h ( k≠ 0 )可称为整线性变换 .如果

k =ρe
iα

(ρ> 0 ,α为实数 ) ,则

w =ρe
iα

z + h ,

由此可见 ,此变换可以分解成三个更简单的变换 :旋转、伸缩和平

图 7 .4

移 .也就是先将 z 旋转角度α,然后

作一个以原点为中心的伸缩变换

(按比例系数ρ) , 最后平移一个向

量 h(如图 7 .4 ,此图是将原像与像

画在同一平面上 ) .即是说 ,在整线

性变换之下 ,原像与像相似 .不过 ,

这种变换不是任意的相似变换 ,而

是不改变图形方向的相似变换 (如

图 7 .4 ,原像那个三角形的顶点顺

序如果是反时针方向的 ,则其像三角形的像顶点顺序也应是反时

针方向的 ) .

(Ⅱ ) 型变换 w =
1
z
可称为反演变换 .它可分解为下面两个更

简单变换的复合 :

ω=
1
珔z

, ( 7 .5)

w =ω .

前者称为 � 腲关于单位圆周的对称变换 ,并称 z 与ω是 � 腲关于单位圆周

� �的对称点 .后者称为 � ��关于实轴的对称变换 ,并称 w 与ω是 � ��关于实

� 趴轴的对称点 .

已知点 z ,可用如图 7 .5 的几何方法作出ω=
1
珔z

,然后就可作

出 w =ω=
1
z

(如图 7 .5 ,此图也是将像与原像画在同一平面上 ) .
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由图 7 .5 可知 ,直角三角形 Oz A 与直角三角形 OAω相似 .于是

图 7 .5

1
|ω|

=
| z |
1

,

从而

|ω| | z | = 1
2

(即等于半径平方 ) ,

(7 .6 )

并且ω、z 都在过单位圆圆心 O 的同

一条射线上 ,这就是ω、z 关于单位圆

周对称的性质 .

另外 , 我们还规定圆心 O 与点

∞为关于单位圆周的对称点 .

例7 .4  试证 :除恒等变换 w = z 之外 , 一切分式线性变换

(7 .3 )恒有两个相异的或一个二重的不动点 (即自己变成自己的

点 ) .

证  分式线性变换

w =
az + b
cz + d
 ( ad - bc≠0 ) ( 7 .3)

的不动点一定适合方程

z =
az + b
cz + d

,

即 cz
2

+ ( d - a) z - b = 0 . ( 7 .7)

如果 (7 .7 )的系数全为零 ,则 (7 .3 )就成为恒等变换 w = z .故

(7 .7 )的系数不能全为零 .

(1 ) 若 c≠0 ,则 ( 7 .7)有两个根

z1 , 2 =
a - d± Δ

2 c
,Δ= ( a - d )

2
+ 4 bc,

当Δ≠0 时 , ( 7 .3)有两个相异的不动点 z1 和 z2 .

当Δ= 0 时 , ( 7 .3)有一个二重不动点 z =
a - d
2 c

.

(2 ) 若 c = 0 .这时 ( 7 .7)成为 ( d - a) z - b = 0 .
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当 a≠ d≠0 时 , ( 7 .7)有根 z =
b

d - a
.

这时 (7 .3 )成为

w =
a
d

z +
b
d

,

所以这时 (7 .3 )有不动点 z =
b

d - a
和 z =∞ .

当 a = d≠0 时 ,必 b≠0 .不动点

z =
b

d - a
=∞ .

故这时 (7 .3 )以 z =∞为二重不动点 .

本段最后 ,我们要说 :分式线性变换的复合仍然是分式线性变

换 .

2 . 分式线性变换的共形性  为了证明分式线性变换 ( 7 .3 )在

扩充 z 平面上是共形的 ,我们只要证明 (Ⅰ )和 (Ⅱ )型变换在扩充

z 平面上是保角的 ,因为 (7 .3 )在扩充 z 平面上是单叶的 .

对于 (Ⅱ )型变换 w =
1
z
来说 ,只要 z≠0 , z≠∞ ,则有

d w
d z

= -
1
z

2≠0 ,

根据定理 7 .4 ,即知在 z≠0 , z≠∞的各处是保角的 .至于在 z = 0

及 z =∞处 ,就涉及到我们如何理解两条曲线在无穷远点处交角

的意义 .

由于第五章§3 对无穷远点情形的讨论 ,启发我们有

定义 7 .3  二曲线在无穷远点处的交角为α,就是指它们在

反演变换下的像曲线在原点处的交角为α .

按照这样的定义 , (Ⅱ )型变换 w =
1
z
在 z = 0 及 z =∞处是保

角的 .

因而 (Ⅱ )型变换在扩充 z 平面上是保角的 .

下面我们来看 (Ⅰ )型变换

982§2 .分式线性变换



w = kz + h( k≠0)

在扩充 z 平面上的保角性 .

因为

d w
d z

= k≠0 ,

根据定理 7 .4 ,即知在 z≠∞的各处是保角的 .

要证 (Ⅰ )型变换在 z =∞ (像点为 w = ∞ )保角 ,由定义 7 .3 ,

我们引入两个反演变换 :

λ=
1
z

,   μ=
1
w

.

它们分别将 z 平面的无穷远点保角变换为λ平面的原点 ;将

w 平面的无穷远点保角变换为μ平面的原点 .现将它们代入 (Ⅰ )

型变换得

1
μ

= k
1
λ

+ h ,

即

μ=
λ

hλ+ k
, ( 7 .8)

它将λ平面的原点λ= 0 变为 μ平面的原点μ= 0 .

而

dμ
dλ

=
hλ+ k - hλ
( hλ+ k )

2
λ= 0

=
k

k
2 =

1
k
≠0 .

故变换 (7 .8 )在λ= 0 是保角的 .

于是 (Ⅰ )型变换在 z = ∞是保角的 ,因而在扩充 z 平面上是

保角的 .

这样 ,我们就证明了

定理 7 .7  分式线性变换 ( 7 .3)在扩充 z 平面上是共形的 .

注  在无穷远点处不考虑伸缩率的不变性 .

3 . 分式线性变换的保交比性

定义 7 .4  扩充平面上有顺序的四个相异点 z1 , z2 , z3 , z4 构
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成下面的量 ,称为它们的交比 ,记为 ( z1 , z2 , z3 , z4 ) :

( z1 , z2 , z3 , z4 ) =
z4 - z1

z4 - z2
∶

z3 - z1

z3 - z2
.

当四点中有一点为∞时 , 应将包含此点的项用 1 代替 .例如

z1 =∞时 ,即有

(∞ , z2 , z3 , z4 ) =
1

z4 - z2
∶

1
z3 - z2

,

亦即先视 z1 为有限 ,再令 z1 →∞取极限而得 .

定理 7 .8  在分式线性变换下 ,四点的交比不变 .

证  设

wi =
azi + b
czi + d

, i = 1 , 2 , 3 , 4 ,

则

wi - wj =
( ad - bc) ( zi - zj )
( czi + d) ( czj + d)

, ( 7 .9)

因此

( w1 , w2 , w3 , w4 ) =
w4 - w1

w4 - w2

∶
w3 - w1

w3 - w2

( 7 .9) z4 - z1

z4 - z2
∶

z3 - z1

z3 - z2
= ( z1 , z2 , z3 , z4 ) .

其他可能情形的证明留给读者 .

从形式上看 ,分式线性变换 ( 7 .3)具有四个复参数 a , b, c, d .

但由条件 ad - bc≠0 ,可知至少有一不为零 , 因此就可用它去除

(7 .3 )的分子及分母 ,于是 (7 .3 )实际上就只依赖于三个复参数 (即

六个实参数 ) .

为了确定这三个复参数 ,由定理 7 .8 可知 ,只须任意指定三对

对应点 :

即可 .因从
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( w1 , w2 , w3 , w ) = ( z1 , z2 , z3 , z )

就可得到变换 ( 7 .3) ,即 w = L ( z ) .其中 a, b, c , d 就可由 zi 及

w i ( i = 1 , 2 , 3)来确定 ,且除了相差一个常数因子外是惟一的 .

这就证明了 :

定理 7 .9  设分式线性变换将扩充 z 平面上三个相异点 z1 ,

z2 , z3 指定变为 w1 , w2 , w3 ,则此分式线性变换就被惟一确定 ,

并且可以写成

w - w1

w - w2
∶

w3 - w1

w3 - w2
=

z - z1

z - z2
∶

z3 - z1

z3 - z2
(7 .10)

(即三对对应点惟一确定一个分式线性变换 ) .

例 7 .5  求将 2 , i , - 2 对应地变成 - 1 , i , 1 的分式线性变换 .

解  所求分式线性变换为

( - 1 , i , 1 , w ) = ( 2 , i , - 2 , z ) ,

即
w + 1
w - i
∶

1 + 1
1 - i

=
z - 2
z - i
∶

- 2 - 2
- 2 - i

,

化简为
w + 1
w - i

=
1 + 3i

4
·

z - 2
z - i

,

于是
w + 1

w + 1 - w + i
=

(1 + 3i) ( z - 2)
(1 + 3i) ( z - 2) - 4( z - i)

,

化简后得 w =
z - 6 i

3i z - 2
.

4 . 分式线性变换的保圆周 (圆 )性  形如 (Ⅰ )的整线性变换 ,

显然将圆周 (直线 )变为圆周 (直线 ) ,这可由变换 (Ⅰ )的几何意义

得知 .

形如 (Ⅱ )的反演变换将圆周 (直线 )变为圆周或直线 .事实上 ,

圆周或直线可表为 (见第一章习题 (一 )8 )

Az珔z +珋βz +β珔z + C = 0 ,

( A , C 为实数 , |β|
2

> AC)
(7 .11)

当 A = 0 时就表直线 .经过反演变换 w =
1
z

, ( 7 .11 )成为
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Cw珡w +珋β珡w +βw + A = 0 ,

它表示直线或圆周 (视 C 是否为零而定 ) .

因为分式线性变换 (7 .3 )是几个 (Ⅰ )和 (Ⅱ )型变换的复合 ,这

样 ,我们就证明了

定理 7 .10  分式线性变换将平面上的圆周 (直线 )变为圆周

或直线 .

注  在扩充平面上 , 直线可视为经过无穷远点的圆周 .事实

上 , ( 7 .11 )可改写为

A +
β
珔z

+
β
z

+
C
z珔z

= 0 ,

欲其经过∞ ,必须且只须 A = 0 .因此可以说 : � 糢在分式线性变换 ( 7 .

� 践3)下 ,扩充 z 平面上的圆周变为扩充 w 平面上的圆周 ,同时 , � 践圆被

� �保形变换成圆 .

这就是分式线性变换的保圆周 (圆 )性 .

设 w = L ( z )是一分式线性变换 ,γ为扩充 z 平面上的一个圆

周 ,则 Γ= L (γ)是扩充 w 平面上的一个圆周 .由于扩充平面被圆

周划分为两个区域 ,如γ分扩充 z 平面为区域 d1 , d2 ;Γ分扩充 w

平面为 D1 , D2 ,则我们可以断定 d1 的像必然是 D1 和 D2 中的一

个 ,而 d2 的像是 D1 和 D2 中的另一个 .为了确定对应的区域 ,有

两个办法 :其一是 , 在一区域 , 例如 d1 中 , 取一点 z0 , 如 w0 =

L ( z0 )∈ D1 ,则可以断定 D1 = L ( d1 ) ;否则 , D2 = L ( d1 ) .另一办

法是 ,在γ上任取三点 z1 , z2 , z3 ,使沿 z1 , z2 , z3 绕行γ时 , d1 在

观察者的左方 ,沿对应的 w1 , w2 , w3 绕行 Γ时 ,在观察者左方的

那个区域就是 d1 的像 ,其理由如下 :过 z1 作 γ的一段法线 n ,使

n 含于 d1 (图 7 .6) ,于是顺着 z1 , z2 , z3 看 , n 在观察者左方 .n 的

像 N = L ( n )是过 w1 并与Γ正交的一段圆弧 (或直线段 ) ,由于在

z1 的保角性 ,顺着 w1 , w2 , w3 看 , N 也应当在观察者的左方 .因

此 ,在 w1 , w2 , w3 左方的那个区域就是 d1 的像 .
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图 7 .6

反之 ,在扩充平面上给定区域 d 及 D ,其边界都是圆周 ,则 d

必然可以共形映射成 D .分式线性变换就能实现 , 且在一定条件

下 ,这种分式线性变换还是惟一的 .

注  (1 ) 当γ或Γ= L (γ)为直线时 ,其所界的圆是以它为边

界的两个半平面 ;

(2 ) 要使分式线性变换 w = L ( z )把有限圆周 C 变成直线 ,

其条件是 : C上的某点 z0 变成∞ .

5 . 分式线性变换的保对称点性  在第一段中 ,我们曾经讲过

关于单位圆周的对称点这一概念 ,现推广如下 :

定义 7 .5  z1 , z2 关于圆周 γ: | z - a | = R 对称是指 z1 , z2

都在过圆心 a的同一条射线上 ,且合

| z1 - a | | z2 - a | = R
2

. ( 7 .6)′

此外 ,还规定圆心 a 与点∞也是关于γ为对称的 (如图 7 .7 ) .

由定义即知 , z1 , z2 关于圆周γ: | z - a | = R 对称 ,必须且只

须

z2 - a =
R

2

z1 - a
. ( 7 .5)′

下述定理从几何方面说明了对称点的特性 .
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图 7 �.7 图 7 p.8

  定理 7 .11  扩充 z 平面上两点 z1 , z2 关于圆周γ对称的充

要条件是 ,通过 z1 , z2 的任意圆周都与γ正交 .

证  当 γ为直线的情形 ,定理的正确性是很明显的 .我们只

就γ为有限圆周 | z - a | = R 的情形予以证明 (图 7 .8 ) .

必要性  设 z1 , z2 关于圆周γ: | z - a | = R 对称 .则过 z1 ,

z2 的直线必然与γ正交 (按对称点的定义 , z1 , z2 在从 a 出发的

同一条射线上 ) .

设δ是过 z1 , z2 的任一圆周 (非直线 ) ,由 a 引δ的切线 aζ,ζ

为切点 .由平面几何的定理得

|ζ- a |
2

= | z1 - a | | z2 - a | .

但由 z1 , z2 关于圆周γ对称的定义 ,有

| z1 - a | | z2 - a | = R
2

.

所以 |ζ- a | = R .

即是说 aζ是圆周γ的半径 .因此δ与γ正交 .

充分性  设过 z1 , z2 的每一圆周都与γ正交 .过 z1 , z2 作一

圆周 (非直线 )δ,则δ与γ正交 .设交点之一为ζ,则 γ的半径 aζ

必为δ的切线 .

联结 z1 , z2 ,延长后必经过 a (因为过 z1 , z2 的直线与 γ正

交 ) .于是 z1 , z2 在从 a出发的同一条射线上 ,并且由平面几何的

定理得
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R
2

= |ζ - a |
2

= | z1 - a | | z2 - a | .

因此 , z1 , z2 关于圆周γ对称 .

下述定理就是分式线性变换的保对称点性 .

定理 7 .12  设扩充 z 平面上两点 z1 , z2 关于圆周 γ对称 ,

w = L ( z)为一分式线性变换 ,则 w1 = L ( z1 ) , w2 = L ( z2 )两点关

于圆周Γ= L (γ)为对称 .

证  设Δ是扩充 w 平面上经过 w1 , w2 的任意圆周 .此时 ,必

然存在一个圆周δ,它经过 z1 , z2 ,并使Δ= L (δ) .因为 z1 , z2 关

于γ对称 , 故由定理 7 .11 , δ与γ正交 .由于分式线性变换

w = L ( z)的保角性 ,Δ= L (δ)与 Γ= L (γ)亦正交 .这样 ,再由定

理 7 .11 即知 w1 , w2 关于 Γ= L (γ)对称 .

6 . 分式线性变换的应用  分式线性变换在处理边界为圆弧

或直线的区域的变换中 ,具有很大的作用 .

下面三例就是反映这个事实的重要特例 :

例7 .6  把上半 z 平面共形映射成上半 w 平面的分式线性变

换可以写成

w =
az + b
cz + d

,

其中 a, b, c , d 是实数 ,且满足条件

ad - bc > 0 . (7 .12)

事实上 ,所述变换将实轴变为实轴 ,且当 z 为实数时

d w
d z

=
ad - bc

( cz + d)
2 > 0 ,

即实轴变成实轴是同向的 (如图 7 .9 ) ,因此上半 z 平面共形映射

成上半 w 平面 .

当然 ,这也可以直接由下面的推导看出 :

Im w �=
1
2i

( w - w ) =
1
2i

az + b
cz + d

-
a珔z + b
c珔z + d

=
1
2i

ad - bc
| cz + d |

2 ( z - z ) =
ad - bc

| cz + d |
2 Im z .
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图 7 .9

注  满足条件 (7 .12)的分式线性变换也将下半平面共形映射

成下半平面 .

例7 .7  求出将上半平面 Im z > 0共形映射成单位圆 | w | < 1 的

分式线性变换 ,并使上半平面一点 z = a(Im a > 0)变为 w = 0 .

解  根据分式线性变换保对称点的性质 ,点 a 关于实轴的对

称点珔a应该变到 w = 0 关于单位圆周的对称点 w =∞ .因此 ,这个

变换应当具有形式 :

w = k
z - a
z - 珔a

, (7 .13)′

其中 k 是常数 .k的确定 ,可使实轴上的一点 ,例如 z = 0 , 变到单

位圆周上的一点

w = k
a
珔a

.

因此

1 = | k |
a
珔a

= | k | .

所以 ,可以令 k = e
iβ

(β是实数 ) ,最后得到所要求的变换为

w = e
iβ z - a

z - 珔a
( Im a > 0) . (7 .13)

在变换 (7 .13)中 ,即使 a 给定了 ,还有一个实参数 β需要确

定 .为了确定此β,或者指出实轴上一点与单位圆周上某点的对应

关系 ,或者指出变换在 z = a 处的旋转角 arg w′( a) .(读者可以验
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证 ,变换 ( 7 .13 )在 z = a处的旋转角 arg w′( a) =β -
π
2

.)

由 (7 .13)可见 ,同心圆周族 | w | = k ( k < 1 )的原像是圆周族

z - a
z -珔a

= k ,

这是上半 z 平面内以 a、珔a 为对称点的圆周族 ,又根据保对称性可

知 ,单位圆 | w | < 1 内的直径的原像是过 a、珔a 的圆周在上半 z 平

面内的半圆弧 .

例 7 .8  求出将单位圆| z | < 1 共形映射成单位圆 | w | < 1 的

分式线性变换 ,并使一点 z = a( | a | < 1 )变到 w = 0 .

解  根据分式线性变换保对称点的性质 ,点 a(不妨假设 a≠0)

关于单位圆周 | z | = 1 的对称点 a
*

=
1
珔a

, 应该变成 w = 0 关于单

位圆周 | w | = 1 的对称点 w =∞ ,因此所求变换具有形式

w = k
z - a

z -
1
珔a

, (7 .14)′

整理后得

w = k1
z - a

1 - 珔az
,

其中 k1 是常数 .选择 k1 ,使得 z = 1 变成单位圆周 | w | = 1 上的

点 ,于是

k1
1 - a
1 -珔a

= 1 ,

即 | k1 | = 1 ,因此可令 k1 = e
iβ

(β是实数 ) ,最后得到所求的变换为

w = e
iβ z - a

1 -珔a z
( | a | < 1) . (7 .14)

β的确定还要求附加条件 ,如像例 7 .7 中所说过的类似 .(读者可

以验证 ,对于变换 ( 7 .14 ) ,有 arg w′( a) =β .)

由 (7 .14)可见 ,同心圆周族 | w | = k ( k < 1 )的原像是
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z - a
1 -珔a z

= k ,

这是 z 平面上单位圆内以 a、
1
珔a
为对称点的圆周族 :

z - a

z -
1
珔a

= | a |·k .

而单位圆 | w | < 1 内的直径的原像是过 a 与
1
珔a
两点的圆周在单位

圆 | z | < 1 内的圆弧 .

注  上两例我们见到的分式线性变换 w = L ( z )的惟一性条

件是下列两种形式 :

(1 ) L ( a) = b(一对内点对应 ) ,再加一对边界点对应 .

( 2) L ( a ) = b(一对内点对应 ) , arg L′( a) =α(即在点 a 处的

旋转角固定 ) .

思考题  (1 ) 求将上半平面 Im z > 0 共形映射成下半平面

Im w < 0 的分式线性变换 ,条件 (7 .12)应怎样修改 ?

(2 ) 求将上半平面 Im z > 0 共形映射成单位圆周外部 | w | > 1

的分式线性变换 , ( 7 .13 )括弧中的条件应作怎样修改 ?

(3 ) 求将单位圆 | z | < 1 共形映射成单位圆周外部 | w | > 1 的

分式线性变换 , ( 7 .14 )括弧中的条件应作怎样修改 ?

例7 .9  求将上半 z 平面共形映射成上半 w 平面的分式线性

变换 w = L ( z ) ,使符合条件 :

1 + i = L ( i) ,  0 = L (0 ) .

解  设所求分式线性变换 w = L ( z )为

w =
az + b
cz + d

,

其中 a, b, c , d 都是实数 , ad - bc > 0 .

由于 0 = L ( 0 ) , 必 b = 0 , 因而 a≠ 0 .用 a 除分子分母 , 则

w = L ( z)变形为
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w =
z

ez + f
,

其中 e =
c
a

, f =
d
a
都是实数 ,

再由第一个条件得

1 + i =
i

ei + f
,

即 ( f - e) + i( f + e) = i ,

所以 f - e = 0 , f + e = 1 ,

解之得 f = e =
1
2

,

故所求的分式线性变换为

w =
z

1
2

z +
1
2

,即 w =
2 z

z + 1
.

例 7 .10  求将上半 z 平面共形映射成圆 | w - w0 | < R 的分

式线性变换 w = L ( z ) ,使符合条件

L ( i ) = w0 , L′( i) > 0 .

解  作分式线性变换

ξ=
w - w0

R

将圆 | w - w0 | < R 共形映射成单位圆 |ξ| < 1 .

其次 ,作出上半平面 Im z > 0 到单位圆 |ξ| < 1 的共形映射 ,

使 z = i变成ξ= 0 ,此分式线性变换为 (如图 7 .10 )

ξ= e
iθ z - i

z + i
.

(为了能应用上述三个特例的结果 .我们在 z 平面与 w 平面间插

入一个“中间”平面———ξ平面 .)

复合上述两个分式线性变换得

w - w0

R
= e

iθ z - i
z + i

,
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图 7 .10

它将上半 z 平面共形映射成圆 | w - w0 | < R , i变成 w0 .再由条

件 L′( i) > 0 ,先求得

1
R

d w
d z z = i

= e
iθ z + i - z + i

( z + i)
2

z = i

= e
iθ 1

2i
,

即 L′( i) = Re
iθ
·

1
2i

=
R
2

e
i θ -
π
2 ,

于是 θ-
π
2

= 0 ,θ=
π
2

, e
iθ

= i,

所求分式线性变换为

w = Ri
z - i
z + i

+ w0 .

§3 .某些初等函数所构成的共形映射

初等函数构成的共形映射对今后研究较复杂的共形映射大有

作用 .

1 . 幂函数与根式函数  先讨论幂函数
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w = z
n
, (7 .15)

其中 n 是大于 1 的自然数 .除了 z = 0 及 z =∞外 ,它处处具有不

为零的导数 ,因而在这些点是保角的 .

由第二章§3 , (7 .15)的单叶性区域是顶点在原点张度不超过

2π
n
的角形区域 .例如说 , ( 7 .15 ) 在角形区域 d : 0 < arg z < α

0 <α≤
2π
n
内是单叶的 ,因而也是共形的 (因为不保角的点 z = 0

及 z =∞在 d 的边界上 ,不在 d 内 ) .于是幂函数 ( 7 .15 )将图7 .11

的角形区域 d : 0 < arg z <α 0 <α≤
2π
n
共形映射成角形区域

D : 0 < arg w < nα .

图 7 .11

特别 , w = z
n
将角形区域 0 < arg z <

2π
n
共形映射成 w 平面上

除去原点及正实轴的区域 (图 7 .12) .

图 7 .12
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作为 w = z
n
的逆变换

z =
n

w , (7 .16)

将 w 平面上的角形区域 D: 0 < arg w < nα 0 <α≤
2π
n
共形映射

成 z 平面上的角形区域 d : 0 < arg z <α(图 7 .11 ) .(这里
n

w是 D

内的一个单值解析分支 ,它的值完全由区域 d 确定 ) .

总之 ,以后我们要将角形区域的张度拉大或缩小时 ,就可以利

用幂函数 (7 .15)或根式函数 (7 .16)所构成的共形映射 .

例7 .11  求一变换 ,把具有割痕“Re z = a , 0≤ Im z≤ h”的

上半 z 平面共形映射成上半 w 平面 .

解  复合图 7 .13 所示五个变换 ,即得所要求的变换为

w = ( z - a)
2

+ h
2

+ a ,

例 7 .12  将区域 - π
4

< arg z <
π
2
共形映射成上半平面 .使 z

= 1 - i , i , 0 分别变成 w = 2 , - 1 , 0(图 7 .14) .

解  易知ξ= e
π
4

i
·z

1
3

4
= e
π
4

i
·z

4
3 将指定区域变成上半

平面 ,不过 z = 1 - i , i , 0 变成ξ=
3

4 , - 1 , 0 .

现再作上半平面到上半平面的分式线性变换 ,使ξ=
3

4 , - 1, 0

变成 w = 2 , - 1 , 0 .此变换为

w =
2 (

3

4 + 1)ξ

(
3

4 - 2 )ξ+ 3
3

4
.

复合两个变换 ,即得所求的变换为

w =
2 (

3

4 + 1) e
π
4

i
z

4
3

(
3

4 - 2 ) e
π
4

i
z

4
3 + 3

3

4

2 . 指数函数与对数函数  指数函数

w = e
z

(7 .17)

在任意有限点均有 (e
z

)′≠0 ,因而它在 z 平面上是保角的 .

由第二章§3 , ( 7 .17 )的单叶性区域是平行于实轴宽不超过
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图 7 .13

2π的带形区域 .例如 ,指数函数 ( 7 .17 )在带形区域 g :0 < Im z < h

(0 < h≤2π)是单叶的 ,因而也是共形的 ( z = ∞不在 g 内 ,而在 g

的边界上 ) .于是指数函数 ( 7 .17 )将带形区域 g : 0 < Im z < h

(0 < h≤2π)共形映射成角形区域 G :0 < arg w < h(图 7 .15) .
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图 7 .14

图 7 .15

特别 , w = e
z
将带形区域 0 < Im z < 2π共形映射成 w 平面

除去原点及正实轴的区域 .

作为 w = e
z
的逆变换

z = ln w ,

将图 7 .15 所示 w 平面上的角形区域 G: 0 < arg w < h (0 < h≤2π)

共形映射成 z 平面上的带形区域g : 0 < Im z < h (这里 ln w 是 G

内的一个单值解析分支 ,它的值完全由区域 g 确定 .)
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例7 .13  求一变换将带形 0 < Im z <π共形映射成单位圆

| w | < 1 .

解  复合如图 7 .16 所示的两个变换 ,即得所求的变换为

w =
e

z
- i

e
z

+ i
.

图 7 .16

3 . 由圆弧构成的两角形区域的共形映射  借助于分式线性

函数 ,以及幂函数或指数函数的复合 ,可以将二圆弧或直线段所构

成的两角形区域 ,共形映射成一个标准区域 ,比如上半平面 .

由于分式线性变换的保圆性 ,它把已给两角形区域共形映射

成同样形状的区域、或弓形区域、或角形区域 .只要已给圆周 (或直

线 )上有一个点变为 w =∞ ,则此圆周 (或直线 )就变成直线 .如果

它上面没有点变为 w =∞ ,则它就变为有限半径的圆周 .所以 ,若

二圆弧的一个公共点变为 w =∞ ,则此二圆弧所围成的两角形区

域就共形映射成角形区域 .

例 7 .14  考虑交角为π
n
的两个圆弧所构成的区域 ,将其共形

映射成上半平面 .

解  用 a, b表示两个圆弧的交点 .我们先设法将两圆弧变成

从原点出发的两条射线 .为此 ,作分式线性变换

603 第七章  共 形 映 射



ξ= k
z - a
z - b

.

其中 k 是一常数 .选择适当的 k ,就可以使给定的区域共形映射成

角形区域

0 < argξ<
π
n

.

再通过幂函数

w =ξ
n

就共形映射成上半平面 .故所求变换具有形式

w = k
z - a
z - b

n

.

例 7 .15  求出一个上半单位圆到上半平面的共形映射 .

解  作分式线性变换

ξ= k
z + 1
z - 1

将上半单位圆 (视为两角形 )变成第一象限 ,为此只要选择 k = - 1

就行了 .事实上 ,此变换将线段 [ - 1 , 1 ]变成了正实轴 ,将上半圆周

变成了正虚轴 .于是

w = -
z + 1
z - 1

2

就是所求的一个变换 .

例7 .16  为了作出使相切于点 a 的两个圆周所构成的月牙

形区域到上半平面的共形映射 ,我们先用分式线性变换

ξ=
cz + d
z - a

将二圆周变成二平行直线 .只要适当地选取 c , d ,所述区域就能共

形映射成带形区域

0 < Imξ<π .

再通过指数函数 w = e
ξ

,得到

w = e
cz + d
z - a ,
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它能将指定的区域共形映射成上半平面 .
*
4 .机翼剖面函数及其反函数所构成的共形映射  首先考虑

机翼剖面外部区域到单位圆周外部区域的共形映射 .

为什么要研究把如图 7 .17 ( a)的机翼剖面外部区域 D ,共形

映射成单位圆周外部 G : | w | > 1 呢 ? 因为要研究机翼剖面轮廓

线形状以及它在空中飞行时所受的阻力、上升力等 ,计算时如按原

图,则困难且复杂 ,往往就把它共形映射成单位圆 (如图 7 .17 (b)) ,

研究它在单位圆周外部的相应条件 .而在复变函数中 ,我们知道对

于单位圆周的外部是比较好处理的 .

图 7 F.17 (a) 图 7 �.17( b)

  为了讲得更确切起见 ,我们考虑比较特殊一些的形状 ,其坐标

关系选成如图 7 .17 (a′)与 ( b′)所示 .现在 ,我们分下列几步来作出

机翼剖面函数及其反函数所构成的共形映射 .

图 7 7.17 (a′) 图 7 �.17( b′)
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图 7 7.17 (a″) 图 7 �.17 (c)

  (1 ) 分式线性变换 ζ1 =
z - a
z + a

将 z 平面上圆弧AB外部区域 D0 共形映射成ζ1 平面上去掉射线

argζ1 =π - α

所成的区域 D1 ,其中

α= 2arctan
h
a

(图 7 .17( a″)及图 7 .17( c) ) .

(2 ) 分式线性变换

w1 =
w - a
w + a

将 w 平面上圆周 K 外部的区域 G0 (图 7 .17 ( b′) )共形映射成 w1

平面上的半平面区域

G1 :β -π< arg w1 <β .

其中β=
π
2

-
α
2

(图 7 .17 ( d ) ) .而圆周 K 为以 hi 为心 , 过 - a, a

两点 ,且在 a 点有切线倾角β .

(3 ) 变换 ζ1 = w
2
1

将 G1 共形映射成 D1 ,这是因为 2β=π - α .
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图 7 .17 (d)

于是
w - a
w + a

2

=
z - a
z + a

.

解出 z 来 ,即

z =
1
2

w +
a

2

w
. (7 .18)

其反函数 w = z + z
2

- a
2

将 D0 共形映射成 G0 .

(7 .18 )称为机翼剖面函数或机翼变

换 ,也称为儒可夫斯基 (Жуковский)变换 .

在机翼变换 (7 .18)下 ,当 w 为自变量时 ,它将 w 平面上的区

域 G0 共形映射成 z 平面上的区域 D0 .再看任何一个在 w = a 与

圆周 K 相切的圆周 K′经变换 (7 .18 )变成 z 平面上的什么曲线 ?

注意到 K′与 K 相切 (两个单侧切线在 a 的夹角为π) ,变到 z 平

面时 ,设 K′变为 C′曲线 ,则 C′与 AB在 z = a 也相切 (两个单侧切

线在点 a的夹角为 2π) .如图 7 .18( a)及 ( b)所示 .

(a ) ( b)

图 7 q.18

  在 B 点有一个尖点 .闭曲线 K′包含了闭曲线 K (在 K′的内

部 ) .相应地 ,闭曲线 C′包含了 AB(在 C′的内部 ) ,而 C′的形状就

好像飞机机翼的截线 (翼型 ) ,这就是儒可夫斯基最先采用的机翼
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断面的周线 .这里 K′的圆心 w0 到 hi的距离 d ,以及当初的 a , h

这三者是机翼的翼型参数 .a , h , d 分别反映了机翼剖面的宽度、

弯度和厚度 .一个翼型的选择 ,主要是由这三个参数来描述的 .

注  ( 1) 函数 ( 7 .18 )在 w = a的导数为零 ,在 w = a的邻近 ,

变换不是保角的 .这只要看

w - a
w + a

2

=
z - a
z + a

的近似式

( w - a)
2

2 a
= z - a,

可知函数把过点 w = a 的曲线 (两个单侧切线的夹角为π)变成过

点 z = a 的曲线 (两个单侧切线的夹角为 2π) .

(2 ) 在工程应用上 ,儒可夫斯基断面作机翼时有一个缺点 ,就

是此种断面的后缘角是零 ,过于尖锐 , 不满足工程上坚固性的要

求 .故需先加修正 ,使其圆化 .

5 . 儒可夫斯基函数的单叶性区域

下面我们进一步观察儒可夫斯基函数 ( 7 .18 )的单叶性区域 .

为此 ,我们首先将它改写成通常形式 :

w =
1
2

z +
1
z

, (7 .18)′

这个函数在扩充 z 平面上除 z = 0 ,∞外解析 , z = 0 ,∞都是它的一

阶极点 .

由上面的讨论易知 ,儒可夫斯基函数 ( 7 .18 )′是一个单叶解析

函数 ,它把扩充 z 平面上单位圆周外部 | z | > 1 共形映射成扩充

w 平面上去掉割线 - 1≤Re w≤1 , Im w = 0 而得的区域 D0 .

又 ,分式线性函数

η=
1
z

把扩充 z 平面上区域 | z | > 1 共形映射成单位圆 |η| < 1 .将其代

入 (7 .18)′后得到
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w =
1
2
η+

1
η

.

由此可见 , ( 7 .18 )′把单位圆 |η| < 1 也共形映射成 D0 .

总之 ,儒可夫斯基函数 ( 7 .18 )′在 | z | = 1 的内部及外部都是

单叶的 ,且将它们都共形映射成扩充 w 平面上去掉割线 - 1≤

Re w≤1 , Im w = 0 而得的区域 D0 .这样一来 , 儒可夫斯基函数

(7 .18)′在区域 D0 内就有两个单值反函数 (称为单值解析分支 )

z = w + w
2

- 1 ,

它们分别将区域 D0 共形映射成单位圆周 | z | = 1 的内部 | z | < 1

及外部 | z | > 1 .

§4 .关于共形映射的黎曼存在

定理和边界对应定理

  1 .黎曼存在定理  不少实际问题要求我们将一个指定的区

域共形映射成另一个区域来予以处理 ,前两节中的多数例子就是 .

定理 7 .6 告诉我们 ,一个单叶解析函数能够将它的单叶性区域共

形映射成另一个区域 .于是 ,我们很自然地反过来考虑共形映射理

论中的一个基本问题 :

“在扩充平面上任意给定两个单连通区域 D与 G ,是否存在

一个 (单叶 )解析函数 , 使 D 共形映射成 G ? 简单地说 ,单连通区

域 D能共形映射成单连通区域 G 的条件为何 ? 惟一性条件为

何 ?”

上述问题可以简化成这样 :

“在扩充平面上任给单连通区域 D ,能否共形映射成单位圆 ?

在什么条件下 ,这种变换还是惟一的 ?

事实上 ,在简化后的问题中 ,如果存在性有肯定的答案 ,又知

道了惟一性条件 ,则先将 D共形映射成单位圆 ,然后再将此单位

圆共形映射成 G ,两者复合起来即可将 D共形映射成 G ,也能弄
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清楚这时的惟一性条件 .

对于上述简化后的基本问题 ,有两种极端情形的回答是否定

的 :第一 ,区域 D是扩充平面 (这时 D无边界点 ) ;第二 ,区域 D是

扩充平面除去一点 (这时 D只有一个边界点 .我们不妨假设除去

的是点∞ .如果除去的是有限点 a , 只须先作一个分式线性变换

ξ=
1

z - a
,就将 D先化成扩充ξ平面除去点∞的区域了 ) .无论哪

一种情形 ,如果 w = f ( z )将它们共形映射成单位圆 , 则由刘维尔

定理知 f ( z )必恒为常数 ,它就不可能成为我们要求的变换 .

除开这两种情形 ,答案总是肯定的 ,即有

定理 7 .13  (黎曼存在与惟一性定理 )  扩充 z 平面上的单

连通区域 D ,其边界点不止一点 ,则有一个在 D内的单叶解析函

数 w = f ( z ) ,它将 D共形映射成单位圆 | w | < 1 ;且当符合条件

f ( a) = 0 ,  f′( a) > 0  ( a∈D ) (7 .19)

时 ,这种函数 f ( z)就只有一个 .

注  (1 ) 这个定理的存在性证明比较难 ,超出大纲要求 ,故不

给证明① .可参看普里瓦洛夫著 :《复变函数引论》第十二章§6 .

(2 ) 惟一性条件 ( 7 .19 )的几何意义是 :指定 a∈ D 变成单位

圆的圆心 ,而在点 a 的旋转角 arg f′( a) = 0 .它依赖于三个实参

数 .

(3 ) 在将单连通区域 D 共形映射成单连通区域 G 的一般情

形 ,惟一性条件可表成

f ( a) = b , arg f′( a) =α .

其中 a∈ D , b∈ G ,而α为实参数 .

在 D , G的边界均是周线的情形 ,惟一性条件也可表成

f ( a) = b , f (ξ) =η,
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其中 a∈ D , b∈ G .ξ为 D之边界点 ,η为 G之边界点 .

在上述情形 ,惟一性条件还可表成

f (ξi ) =ηi ( i = 1 , 2 , 3) ,

其中ξi 及ηi 分别是 D 及 G 的边界上指定的三点 (但绕行方向应

一致 ) .区域的边界点的位置可用一个实参数来确定 ,例如 ,用某一

个固定边界为起点的弧坐标即可确定 .

利用施瓦茨引理 ,我们来证明黎曼定理的惟一性部分 .

今设单叶解析函数 w1 = f1 ( z )也适合条件 (7 .19 ) ,并把单连

通区域 D共形映射成单位圆 | w1 | < 1 .这时 ,函数

w1 = f1 [ f
- 1

( w ) ] = Φ( w )

在单位圆 | w | < 1 内单叶解析 ,且满足条件 :

Φ(0 ) = f1 [ f
- 1

(0 ) ] = f1 ( a) = 0 ,

|Φ( w ) | = | w1 | < 1 , ( | w | < 1)

Φ′( 0)
定理 7 .6 f′1 ( a)

f′( a)
> 0 .

所以由施瓦茨引理知

|Φ( w ) | = | w1 |≤ | w | . (7 .20)

同样的结论可用于函数 Φ( w )的反函数

w = f [ f
- 1

1 ( w1 ) ] = Φ
- 1

( w1 ) ,

得到 | w |≤ | w1 | = |Φ( w ) | . (7 .21)

由 (7 .20)及 (7 .21)得到

|Φ( w ) | = | w | ,

因此 Φ( w ) = e
iα

w (α为实数 ) .

由于 0 < Φ′(0 ) = e
iα

,

故必 e
iα

= 1 (因 | e
iα

| = 1 ) ,

因而有 f1 [ f
- 1

( w ) ] = Φ( w ) = w .

故必 f 1 ( z ) = f ( z ) .

例7 .17  如果函数 w = f ( z )在 z 平面上是解析的 , 并且不
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取位于某一条简单弧γ上的那些值 ,则它必是一个常数 .

证  设单叶解析函数ω=φ( w )作出把曲线γ外部的单连通

区域共形映射成单位圆 |ω| < 1 ,根据黎曼存在定理 ,这函数是存

在的 ,并且当然不是一个常数 .

我们来看复合函数ω=φ[ f ( z ) ] = g( z ) ,它在 z 平面上是解

析的 ,并且所有它的值都位于单位圆 |ω| < 1 内 .根据刘维尔定理 ,

函数ω= g( z )是个常数 .但由非常数的解析函数 ω=φ( w )的单

叶性 ,函数 w = f ( z )是一个常数 .

思考题  说明刘维尔定理是例 7 .17 所述定理的特殊情形 .

2 . 边界对应定理  上面所讨论的限于区域内部间的共形映

射 ,未涉及边界 ;下面我们举出两个有关边界对应的定理 ,第一个

不给证明①② .

定理 7 .14(边界对应定理 )  设

(1 ) 有界单连通区域 D与 G的边界分别为周线 C 与Γ;

(2 ) w = f ( z )将 D共形映射成 G ,

则 f ( z )可以扩张成 F( z ) ,使在 D 内 F( z ) = f ( z) ,在 D = D + C

上 F( z )连续 ,并将 C 双方单值且双方连续地变成Γ .

从例 7 .8 可验证此定理 .

定理 7 .15  (边界对应定理的逆定理 ,判断解析函数单叶性

的充分条件 ) .

设单连通区域 D及 G ,分别是两条周线 C 及Γ的内部 .

且设函数 w = f ( z )满足下列条件 :

(1 ) w = f ( z )在区域 D内解析 ,在 D + C 上连续 ,

(2 ) w = f ( z )将 C 双方单值地变成Γ,

则  (1 ) w = f ( z )在 D内单叶 ;
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(2 ) G = f ( D) (从而 w = f ( z )将 D 共形映射成 G ) .

证  证明的关键 ,在应用辐角原理来证明集合等式

G = f ( D) .

(1 ) 设 w0 为 G 内任一点 .我们证明 w0 ∈ f ( D ) , 而且方程

f ( z ) - w0 = 0在 C 内部只有一个根 .根据辐角原理

N ( f ( z) - w0 , C) =
1

2π
ΔΓarg ( w - w0 )

(在 z 沿 C 的正向绕行一周的假定下 ) .由假设条件 ( 2 ) , 这时

w = f ( z )应该沿Γ的正向或负向绕行一周 .因此 ,起点在 w0 终

点在Γ上的向量 w - w0 应该转角±2π .于是

N ( f ( z ) - w0 , C) =
1

2π
ΔΓ arg( w - w0 ) =±1 ,

负号显然应该除去 (因为 N≥0 ) .因此我们肯定 w = f ( z )必须沿

Γ的正向 (Γ的内部在此方向的左边 )绕行 ,并且方程 f ( z ) - w0

= 0 在区域 D 内只有一个根 .

(2 ) 设 w0 位于 Γ的外部 ,则必 w0∈�/f ( D ) .因为

N ( f ( z) - w0 , C) =
1

2π
ΔΓarg ( w - w0 ) = 0 ,

即方程 f ( z ) - w0 = 0 在 D内无根 .

(3 ) 设 w1 为 Γ上的任一点 ,我们来证明方程 f ( z ) = w1 在

D内无根 .假定 D内有一点 z1 使 f ( z1 ) = w1 ,则可得一个以 w1

为中心的圆周 γ,使对 γ内部任意一点 w′,方程 f ( z ) = w′在 D

内有根 (因 f ( D )为区域 , w1 为其内点 ) .特别在γ内部取一点 w′

位于Γ的外部 ,由 (2 )段证明 ,方程 f ( z ) = w′在 D内无根 ,发生矛

盾 .

由以上各结果 ,可见函数 w = f ( z )在 D 内单叶 , 并将 D 共

形映射为Γ的内部 G .

例 7 .18  如果将函数 w = z
2
表成极坐标的形式 .令

w =ρe
iφ

, z = re
iθ

,
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则它把 z 平面上的圆周 (图 7 .19)

r = cos θ

变成心脏线

ρ= cos
2 φ

2
=

1
2

(1 + cos φ) ,

图 7 .19

并且是双方单值的 .

由定理 7 .15 (单叶性原理 ) , w = z
2
将这个圆周的内部共形映

射成心脏线的内部 .

思考题  一个多连通区域 (比如有一个“洞”的区域 )可否共形

映射成一个单连通区域 ?

第七章习题

(一 )

1  求 w = z2 在 z = i处的伸缩率和旋转角 .问此变换将经过点 z = i且

平行于实轴正方向的曲线的切线方向变换成 w 平面上哪一个方向 ? 并作

图 .

答 :伸缩率 = 2 ,旋转角 =
π
2

.

2  试利用保域定理 7 .1 简捷地证明第二章习题 (一 ) 6(3 )、( 4) .

3  在整线性变换 w = i z 下 ,下列图形分别变成什么图形 ?
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( 1) 以 z1 = i , z2 = - 1 , z3 = 1 为顶点的三角形 ;

( 2) 闭圆 | z - 1 |≤1 .

答 : (1) 以 w1 = - 1 , w2 = - i , w3 = i为顶点的三角形 ; (2 ) 闭圆 | w - i |

≤1 .

4  下列各题中 ,给出了三对对应点 z1 \ w1 , z2 \ w2 , z3 \

w3 的具体数值 ,写出相应的分式线性变换 ,并指出此变换把通过 z1 , z2 , z3

的圆周的内部 ,或直线左边 (顺着 z1 , z2 , z3 观察 )变成什么区域 .

( 1) 1 \ 1 , i \ 0 , - i \ - 1 ;

( 2) 1 \ ∞ ,i \ - 1 , - 1 \ 0 ;

( 3) ∞ \ 0 , i \ i, 0 \ ∞ ;

( 4) ∞ \ 0 , 0 \ 1 ,1 \ ∞ .

答 : �(1) w =
(1 + i ) ( z - i )

1 + z + 3 i (1 - z )
;   �(2 ) w =

i( z + 1 )
1 - z

;

(3) w = -
1
z

; (4 ) w =
1

1 - z
.

5  z 平面上有三个互相外切的圆周 ,切点之一在原点 ,函数 w =
1
z
将

此三个圆周所围成的区域变成 w 平面上什么区域 ?

6  如 w =
az + b
cz + d
将单位圆周变成直线 ,其系数应满足什么条件 ?

答 : | c | = | d |且 ad - bc≠0 .

7  分别求将上半 z 平面 Im z > 0共形映射成单位圆 | w | < 1 的分式线

性变换 w = L ( z ) ,使符合条件 :

( 1) L ( i ) = 0 , L′( i ) > 0 ;

( 2) L ( i ) = 0 , arg L′( i) =
π
2

.

答 : (1) w = i
z - i
z + i

;   (2 ) w =
i - z
i + z

.

8  分别求将单位圆| z | < 1 共形映射成单位圆 | w | < 1的分式线性变换

w = L ( z ) ,使符合条件 :

( 1) L
1
2

= 0 , L (1) = - 1 ;

( 2) L
1
2

= 0 , arg L′
1
2

= -
π
2

.
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答 : (1) w =
2 z - 1
z - 2

;  ( 2) w =
i(2 z - 1 )

- 2 + z
.

9  求出将圆| z - 4i | < 2 变成半平面 v > u 的共形映射 ,使得圆心变到

- 4 ,而圆周上的点 2i变到 w = 0 .

答 : w = - 4i·
z - 2i

z - 2( 1 + 2i )
.

10  求出将上半 z 平面 Im z > 0 共形映射成圆 | w | < R 的分式线性变

换w = L( z ) ,使符合条件 L ( i) = 0 ;如果再要求 L′( i) = 1 ,此变换是否存在 ?

答 : w = R eiθ·
z - i
z + i

; w = 2i·
z - i
z + i

.

11  求将圆| z | < ρ共形映射成圆 | w | < R 的分式线性变换 ,使 z =

a( | a | <ρ)变成 w = 0 .

答 : w = Rρe
iθ
·

z - a
ρ2 - 珔az

(θ为实参数 ) .

12  求出圆| z | < 2到半平面 Re w > 0 的共形映射 w = f ( z ) ,使符合条

件

f (0) = 1  arg f′(0) =
π
2

.

答 : w = -
z - 2i
z + 2i

.

13  试求以下各区域(除去阴影的部分)到上半平面的一个共形映射 .

( 1) | z + i | < 2 , Im z > 0 (图 7 .20) .

答 : w = -
z + 3

z - 3

3

.

图 7 .20
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( 2) | z + i | > 2 , | z - i | < 2 (图 7 .21 ) .

答 : w = - i
z + 1
z - 1

2

.

图 7 �.21 图 7 Y.22

  ( 3) | z | < 2 , | z - 1 | > 1 (图 7 .22 ) .

答 : w = e2πi
z

z - 2 .

14  求出角形区域 0 < arg z <
π
4
到单位圆 | w | < 1 的一个共形映射 .

答 : w =
z4 - i
z

4
+ i

(非惟一的) .

15  求出将上半单位圆变成上半平面的共形映射 ,使 z = 1 , - 1 ,0 分别

变成 w = - 1 ,1 ,∞ .

答 : w = -
1
2

z +
1
z

.

16  求出第一象限到上半平面的共形映射 ,使 z = 2i , 0 , 1 对应地变成

w = 0 ,∞ , - 1 .

答 : w = -
z

2
+ 2

3 z2 .

17  将扩充 z 平面割去 1 + i到 2 + 2i的线段后剩下的区域共形映射成

上半平面 .

答 : w =
( 1 + i) - z
z - (2 + 2i)

.

18  将单位圆割去 0 到 1 的半径后剩下的区域共形映射成上半平面 .
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答 : w =
z + 1

z - 1

2

.

19  将一个从中心起沿实轴上的半径割开了的单位圆共形映射成单位

圆 ,使符合条件 :割缝上岸的 1变成 1 ,割缝下岸的 1 变成 - 1 , 0 变成 - i .

答 : w =
z + 1 + 2i z

i( z + 1) + 2 z
.

(二 )

1  证明定理 7 .3 .(只须就 z0 = 0 的情形证明 )

提示  不妨假设 f (0) = 0 ,否则 ,代替 f ( z)总可以考虑 F( z) = f ( z) - f (0) ,

而 F (0) = 0 , F′(0 ) = f′(0 )≠0 ;接着可以应用儒歇定理 .

2  如果单叶解析函数 w = f ( z )把 z 平面上可求面积的区域 D 共形映

射成 w 平面上的区域 G ,试证 G的面积

A =∫∫
D

| f′( z ) |
2
d xd y , ( z = x + i y ) .

3  试证 : w = z +
1
z
把圆周 | z | = c变成椭圆周

u = c +
1
c

cos θ, v = c -
1
c

sinθ

(0≤θ≤2π) .

4  w =
i
z
把半带形

Re z > 0 ,0 < Im z < 1

变成什么 ?

答 : Re w > 0 , w -
1
2

>
1
2

, Im w > 0 .

5  求分式线性变换 w = L( z ) ,使点 1变到∞ ,点 i是二重不动点 .

答 : w =
( 2i - 1 ) z + 1

z - 1
.

6  证明 :有二相异有限不动点 p , q的分式线性变换可写成

w - p
w - q

= k
z - p
z - q

, k是非零复常数 .

7  证明 :只有一个不动点(二重有限) p的分式线性变换可写成
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1
w - p

=
1

z - p
+ k , k是非零复常数 .

8  证明 :以 p , q为对称点的圆周的方程为

z - p
z - q

= k > 0 ,

当 k = 1 时 ,退化为以 p , q为对称点的直线 .

9  求分式线性变换

w =
az + b
cz + d

, ad - bc≠0

使扩充 z 平面上由三圆弧所围成的三角形与扩充 w 平面上的直线三角形相

对应的充要条件 .

答 :三圆弧过点 -
d
c

.

10  设函数 w = f ( z)在 | z | < 1 内解析 ,且是将 | z | < 1共形映射成 | w |

< 1 的分式线性变换 .试证

( 1) | f′( z ) | =
1 - | f ( z ) |

2

1 - | z | 2 ( | z | < 1) ;

( 2) | f′( a) | =
1

1 - | a |2 ,

其中 a在单位圆 | z | < 1内 , f ( a) = 0 .

提示  应用例 7 .8 .

11  若 w = f ( z)是将 | z | < 1 共形映射成 | w | < 1 的单叶解析函数 ,且

f (0) = 0 , arg f′( 0) = 0 .

试证 :这个变换只能是恒等变换 ,即 f ( z )≡ z .

提示  应用施瓦茨引理先证明 f ( z ) = eiαz .

12  设函数 w = f ( z)在 | z | < 1 内单叶解析 ,且将 | z | < 1 共形映射成

| w | < 1 ,试证 w = f ( z)必是分式线性函数 .

提示  设 f ( 0) = w0 , | w0 | < 1 .由例 7 .8 则可作出符合上题条件的变

换 .

13  设在| z | < 1内 f ( z)解析 ,且 | f ( z ) | < 1 ;但 f ( a) = 0( | a | < 1) .试

证 :在 | z | < 1内 ,

| f ( z ) |≤
z - a

1 - 珔a z
.

提示  应用例 7 .8 及施瓦茨引理 .
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14  应用施瓦茨引理证明 :把 | z | < 1 变成 | w | < 1 ,且把 a ( | a | < 1 )变

成 0的共形映射一定有下列形状

w = eiθ z - a
1 - 珔az

,

这里θ是实常数 .
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第八章  解 析 延 拓

  我们将在本章讨论已知区域内解析函数定义域的扩大问题 .

也就是研究在什么条件下能够延拓成为更大区域上的解析函数 ,

并给出两个具体的解析延拓方法———幂级数延拓与对称原理 .最

后 ,我们引进完全解析函数与黎曼面的概念 ,并将多值函数
n

z及

Ln z 看作其黎曼面上的单值解析函数 .

§1 .解析延拓的概念与幂级数延拓

1 . 解析延拓的概念

定义 8 .1  设函数 f ( z )在区域 D内解析 ,考虑一个包含 D

的更大区域 G , 如果存在函数 F ( z )在 G 内解析 , 并且在 D 内

F( z ) = f ( z ) ,则称函数 f ( z ) � 率可以解析延拓到 G内 ,并称 F( z)为 � 胘

f ( z )在区域 G内的解析延拓 .

我们这样定义的解析延拓如果存在 ,必是惟一的 .因为 ,如果

有两个函数 F1 ( z )及 F2 ( z )在包含着区域 D的更大的区域 G 内

解析 ,且在 D内 F1 ( z ) = f ( z )及 F2 ( z ) = f ( z ) .由解析函数的内

部惟一性定理 ,在 G内必有 F1 ( z )≡ F2 ( z ) .这就证明了解析延拓

的惟一性 .

例 8 .1  设∑
∞

n = 0

z
n

= f ( z )  ( D: | z | < 1 ) .而
1

1 - z
在 z 平面



上只有一个奇点 z = 1 .故 F ( z ) =
1

1 - z
就是 f ( z ) = ∑

∞

n = 0

z
n
在区

域 G( z 平面去掉 1)内的解析延拓 ,因在 D内 F( z ) = f ( z ) .

复变函数论的目的 ,是研究在某一区域内解析的函数 .解析性

这一要求 ,就使得在区域 D1 内解析的函数的数值 ,与另一和 D1

紧接的区域 D2 内解析的函数的数值之间 ,有着紧密的有机联系 .

所谓“紧接”的区域 ,一个含义是指两个具有公共部分的区域 ,

这个公共部分也是一个区域 .

定义 8 .2  设 D是一区域 , f ( z )是 D 内的单值解析函数 ,这

种区域和函数的组合称为一个解析函数元素 ,记成{ D , f ( z ) } ;两

个解析函数元素当且仅当其区域重合 ,而且在其上对应的函数值

图 8 .1

相等时 ,则称为是恒等的 .

定理 8 .1  (相交区域的解析延拓原理 )

 设{ D1 , f1 ( z ) } , { D2 , f2 ( z )}为两个解析函

数元素 ,符合于

( 1) 区域 D1 及 D2 有一公共区域 d12 (如

图 8 .1) ;

(2 ) f1 ( z ) = f2 ( z) ( z∈ d1 2 ) ,

则{ D1 + D2 , F( z )}也是一个解析函数元素 ,其中

F( z ) =

f1 ( z ) , 当 z∈D1 - d1 2 ;

f2 ( z ) , 当 z∈D2 - d1 2 ;

f1 ( z ) = f2 ( z ) , 当 z∈ d1 2 .

证  显然在 D1 内 F ( z ) = f1 ( z ) , 并且在 D2 内 F ( z ) =

f 2 ( z ) .故在 D1 及 D2 内 F( z )均解析 ,因而在 D1 + D2 内 F ( z )

解析 .

这里 D1 + D2 相当于定义 8 .1 中提到的更大区域 G ,它既包

含区域 D1 又包含区域 D2 .所以 F( z )既是 f1 ( z )在 G内的解析

延拓 ,又是 f2 ( z)在 G内的解析延拓 .于是 ,我们有
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定义 8 .3  如果 ( 1) D1·D2 = d12为一区域 (如图 8 .1) ;

(2 ) f1 ( z ) = f2 ( z) ( z∈ d1 2 ) ,

则两个解析函数元素{ D1 , f1 ( z ) }及{ D2 , f2 ( z ) }称为互为直接解

析延拓 .

例 8 .2  设 f1 ( z) = ∑
∞

n = 0

( - 1)
n

( z - 1)
n

, ( z∈D1 : | z - 1| < 1)

f 2 ( z ) =
1
i ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n z - i

i

n

 ( z∈ D2 : | z - i | < 1) ,

则易知 :

(1 ) { D1 , f1 ( z )}及{ D2 , f2 ( z )}均是解析函数元素 ;

(2 ) 圆 D1 及 D2 的公共部分 d12 (图 8 .2)是一个区域 ;

图 8 .2

(3 ) 根据等比级数求和公式 ,当 z∈ D1·D2 时 ,

f1 ( z) = f 2 ( z ) =
1
z

,

因此 , { D1 , f1 ( z )}及{ D2 , f2 ( z )}互为直接解析延拓 .

根据在定义 8 .1 意义下的解析延拓的惟一性 ,易知一个解析

函数元素{ D1 , f1 ( z) }在同一区域 D2 内的直接解析延拓 f2 ( z)也

必是惟一的 (因为{ D1 + D2 , F( z) }是惟一的 ) .这样的一个直接延
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拓确实将原来的解析函数推广了 ,解析区域也比原区域扩大了 .

如果{ D1 , f1 ( z )}及{ D2 , f2 ( z ) }互为直接解析延拓 , 根据定

理 8 .1 ,从一开始我们已经有可能来研究解析函数元素{ D1 + D2 ,

F( z )} ,所以上面说的好像没有什么进展 .但是 ,如果我们现在来

考查第三个解析函数元素{ D3 , f3 ( z )} ,假定它是{ D2 , f2 ( z ) }的

一个直接解析延拓 ,则很可能是 D3 与 D1 交叠 ,而{ D3 , f 3 ( z )}却

不是{ D1 , f 1 ( z ) }的直接解析延拓 .在这种情况下 ,解析函数元素

集{{ D1 , f1 ( z ) } , { D2 , f2 ( z )} , { D3 , f3 ( z ) }}就不能用一个单值

解析函数元素来代替 ,但从此却可得出一个多值解析函数 .

例 8 .3  紧接例 8 .2 ,我们再设

f3 ( z) = - ∑
∞

n = 0

( z + 1 )
n
, ( z∈ D3 : | z + 1 | < 1)

f4 ( z ) = -
1
i ∑
∞

n = 0

z + i
i

n

, ( z∈ D4 : | z + i | < 1)

则易知{ D2 , f2 ( z ) }及{ D3 , f3 ( z) }互为直接解析延拓 ;

 { D3 , f3 ( z ) }及{ D4 , f4 ( z) }互为直接解析延拓 ;

 { D4 , f4 ( z ) }及{ D1 , f1 ( z) }互为直接解析延拓 .

于是 ,解析函数元素集{{ D1 , f1 ( z ) } , { D2 , f2 ( z ) } , { D3 , f3 ( z ) } ,

{ D4 , f 4 ( z ) }}就能用一个单值解析函数元素{ D , F( z ) }来代替 .

其中 D是区域 D1 + D2 + D3 + D4 ,即以闭曲线 ABCEFGHIA 及

原点 z = 0 为边界的区域 (如图 8 .3 ) ; F( z )为

F( z ) =

f 1 ( z ) , z∈ D1 ;

f 2 ( z ) , z∈ D2 ;

f 3 ( z ) , z∈ D3 ;

f 4 ( z ) , z∈ D4 ;

f 1 ( z ) = f2 ( z ) , z∈ d12 ;

f 2 ( z ) = f3 ( z ) , z∈ d23 ;

f 3 ( z ) = f4 ( z ) , z∈ d34 ;

f 4 ( z ) = f1 ( z ) , z∈ d41 .
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图 8 .3

定义 8 .4  给 定 解析函 数元素集 {{ D1 , f1 ( z ) } , { D2 ,

f 2 ( z ) } ,⋯ , { Dn , fn ( z) }} ,如果每一个解析函数元素是前一个解

析函数元素的直接解析延拓 ,则称这些解析函数元素组成解析延

拓链 .链把开始元素{ D1 , f 1 ( z )}和最后元素{ Dn , f n ( z ) }连接起

来 .显然 ,方向相反的同一个链把解析函数元素 { Dn , fn ( z )}和

{ D1 , f 1 ( z ) }连接起来 .这两个解析函数元素称为互为 (间接 )解析

延拓 .

例如 ,在例 8 .3 中 , { D1 , f1 ( z )}及{ D3 , f 3 ( z )} , { D2 , f 2 ( z )}

及{ D4 , f4 ( z ) } ,都是互为 (间接 )解析延拓的 .

注  上述函数“延拓”这一概念是以解析原理 :“在延拓函数的

时候 ,不得破坏函数的解析性”作为它的基础的 .

思考题  试问连续原理 :“在延拓函数的时候 , 不得破坏函

数的连续性”能否作为延拓函数的基础 ,而保证延拓函数的惟一

性 ?   

2 . 解析延拓的幂级数方法  给定一个解析函数元素 ,求它的

解析延拓的最基本的方法是采用幂级数法 .
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给定解析函数元素{ D , f ( z ) } ,并设 z1 是 D内的任一点 ,则

f ( z )可在点 z1 的邻域内展成幂级数 :

∑
∞

n = 0

c
( 1 )
n ( z - z1 )

n
, ( 8 .1)

其中 c
( 1 )
n =

1
n !

f
( n )

( z1 ) .

如果这个级数的收敛半径为 +∞ , 换句话说 ,在 z 平面上每

一点处 ,级数 ( 8 .1)都收敛 .这时 ( 8 .1)的和 f1 ( z )表示一个在 z 平

面上处处解析的函数 ,而在 D 内与 f ( z )相同 .因之 ,根据解析延

拓的惟一性 ,这个函数 f1 ( z)就是 f ( z )在 D以外的解析延拓 .

如果级数 (8 .1 )的收敛半径为有限正数 R1 ,且其收敛圆 Γ1 :

| z - z1 | < R1 部分超出 D外 (否则 ,就在 D 内另选一点 z1 ,再重

复上面的过程 ) ,则我们在Γ1 内取一个不是圆心 z1 的点 z2 ,并在

点 z2 的邻域内把 f1 ( z )展开为幂级数

∑
∞

n = 0

c
( 2 )
n ( z - z2 )

n
, ( 8 .2)

其中 c
( 2 )
n =

1
n !

f
( n )
1 ( z2 ) ,

而 f
( n )

1 ( z2 ) ( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ )则由级数 ( 8 .1)计算之 .

如级数 (8 .2 )的收敛半径为 R2 ,则 R2 一定满足不等式

R2≥ R1 - | z2 - z1 | . ( 8 .3)

但 R2 无论如何不能大于 R1 + | z2 - z1 | ,即无论如何 ( 8 .2)

的收敛圆不能全包含 (8 .1 )的收敛圆 (加上边界 )于其内 ,因为这与

(8 .1 )的收敛半径为 R1 ( 0 < R1 < +∞ )的假设矛盾 .

下面分别就 (8 .3 )的两种情形讨论 .

若 R2 = R1 - | z2 - z1 | ,则级数 ( 8 .2 )给出的函数 f2 ( z ) ,在

收敛圆Γ2 : | z - z2 | < R2 内那些点的值已被级数 ( 8 .1 )给出的函

数 f1 ( z )确定了 .即 ,沿着半径从 z1 到 z2 的方向 , f1 ( z)不能进行
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延拓 .此时 , 级数 ( 8 .1 )和级数 ( 8 .2 )的收敛圆周的切点 ξ就是

f1 ( z )的一个奇点 (图 8 .4 (a) ) .

事实上 ,由定理 4 .16 , f2 ( z )在圆Γ2 的边界γ2 上至少有一个

奇点 .但γ2 上的点除ξ外都在Γ1 内 ,因而是 f1 ( z )的解析点 ,当

然也是 f2 ( z )的解析点 .所以只剩下一点ξ不在Γ1 内 ,而在圆 Γ1

的边界 γ1 上 ,它必定是 f2 ( z )的一个奇点 ,也就是 f 1 ( z )的一个

奇点 .

图 8 .4

若 R2 > R1 - | z2 - z1 | ,则新的收敛圆 Γ2 : | z - z2 | < R2 就

越出了原来的圆Γ1 外 (图 8 .4 ( b) ) .于是 ,级数 (8 .2 )在圆Γ2 内表

一解析函数 ,设为 f2 ( z) .则在 Γ1·Γ2 内 f1 ( z ) = f2 ( z ) (由惟一

性定理推得 ) .因而 , {Γ2 , f2 ( z) }是{Γ1 , f 1 ( z ) }的直接解析延拓 .

再在Γ2 内任取一点 z3≠ z2 ,并在点 z3 的邻域内把 f2 ( z )展

开为幂级数

∑
∞

n = 0

c
( 3 )
n ( z - z3 )

n
, ( 8 .4)

其中

c
( 3 )
n =

1
n !

f
( n )
2 ( z3 ) ,

而 f
( n )

2 ( z3 ) ( n = 0 , 1 , 2 ,⋯ )则由级数 ( 8 .2)计算之 .

033 第八章  解 析 延 拓



设级数 (8 .4 )的收敛圆为 Γ3 : | z - z3 | < R3 .当圆 Γ3 有一部

分在Γ2 的外部时 ,则又得{Γ2 , f ( z ) }在 Γ3 内的直接解析延拓

(沿着半径从 z2 到 z3 的方向 ) .

用这样的方法 ,就能得到{Γ1 , f1 ( z )}的所有解析延拓 (也就

得到了{ D , f ( z )}的所有解析延拓 ) .换句话说 , 我们从一个解析

函数元素出发 ,沿所有可能的方向延拓 ,新的组成部分也向一切可

能的方向进行延拓 ,一直延拓到不能延拓为止 .

从上面的讨论 ,我们还可以看出 :如果在一个确定的方向上 ,

有可能进行延拓时 ,一般来说 , 这个延拓可以借助于幂级数来实

现 .

最后 ,我们还必须指出两点 :

(1 ) 由于幂级数的收敛圆周上 ,至少存在一个和函数的奇点 ,

所以在收敛圆内所定义的解析函数 ,向任意方向都可以延拓的情

形是不可能发生的 .

(2) 从下面的例 8 .4 可见 , 幂级数的和函数在收敛圆内沿任

一方向都不能进行解析延拓的情形也是存在的 .

例 8 .4  试证 :在单位圆 | z | < 1 内的解析函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 1

z
2

n

不能延拓到单位圆周 | z | = 1 的外部 .

证  级数的收敛半径 R = 1 ,故在单位圆 | z | < 1 内 f ( z)表一

解析函数 .以下证明 , f ( z )的奇点稠密于单位圆周 | z | = 1 上 .

首先证明 ,当 z 沿半径而趋于 1 时 , f ( z)→∞ :命

z = x , 0 < x < 1 ,

则

f ( x ) = x
2

+ x
4

+⋯ + x
2

n

+⋯ > x
2

+ x
4

+⋯ + x
2

n

,

故

lim
x→ 1

f ( x )≥lim
x→1

( x
2

+ x
2

2

+⋯ + x
2

n

) = n ,
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由 n 的任意性 ,故

lim
x→ 1

f ( x ) = +∞ ,

显然 , z = 1 是 f ( z)的一个奇点 .

其次 ,由于

f ( z ) = z
2

+ z
4

+⋯ + z
2

n

+ ( z
2

n + 1

+ z
2

n + 2

+⋯ )

= z
2

+ z
4

+⋯ + z
2

n

+ f ( z
2

n

) ,

故能使

z
2

n

= 1

的点 z 均为 f ( z)的奇点 .即单位圆周上的点

zk = e
2 kπi

2
n

( k = 0 , 1 ,⋯ , 2
n

- 1 ; n = 1 ,2 ,⋯ )

均为 f ( z )的奇点 ,这种点稠密于圆周 | z | = 1 上 .故 f ( z )不能再

向单位圆周 | z | = 1 外延拓 .

例 8 .5  函数 1
1 - z
在原点邻域内可展成幂级数 :

1
1 - z

= 1 + z + z
2

+⋯ + z
n

+⋯ = ∑
∞

n = 0

z
n

.

这个级数的收敛圆为 | z | < 1 .因此 ,它表示一个在单位圆内的解

析函数 .

如在单位圆内取一点 b≠0 ,则函数
1

1 - z
在点 b的某一邻域内

可展成幂级数

∑
∞

n = 0

1
( 1 - b)

n + 1 ( z - b)
n

.

当 b = -
1
2
时 ,展开式成为

∑
∞

n = 0

2
3

n + 1

z +
1
2

n

,
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此级数的收敛半径为
3
2

,显然这个级数是级数∑
∞

n = 0

z
n
的一个解析

延拓 ,因为在圆 z +
1
2

<
3
2
内确实含有单位圆以外的点 (图8 .5

的阴影部分 ) .

图 8 .5

当 b = +
1
2
时 ,展开式成为

∑
∞

n = 0

2
n + 1

z -
1
2

n

,

而它的收敛半径为
1
2

, 此时 z = + 1 为

新旧两个收敛圆周的切点 ,所以是函数

1
1 - z
的奇点 .

事实上 , 除实轴正方向外 , 单位圆

内的解析函数∑
∞

n = 0

z
n
可沿其半径的任一方向进行延拓 ,因为 z = 1

是它的惟一奇点 .

例 8 .6  

f ( z ) =
1

1 - z
p   ( p≠1 ,是一个正整数 ) ,

这是一个有理函数 ,它的奇点就是它的极点 :

zk = e
2 kπ

p
i
( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , p - 1 ) .

这些极点 (个数总是有限的 )以等距离分布在单位圆周 | z | = 1 上 ,

所说的距离随 p 的增大而减小 .

我们取在原点的展开式

f ( z ) = 1 + z
p

+ z
2 p

+⋯ + z
np

+⋯ = ∑
∞

n = 0

z
np

及其收敛圆 | z | < 1 作为第一个解析函数元素 ,沿着任何不穿过收

敛圆周 | z | = 1 上 f ( z )的极点的 � �=曲线 (即用幂级数延拓时 ,收敛圆

� a心都取在此曲线上 )都可作解析延拓 .
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§2 .透弧解析延拓、对称原理

在前节中提到的直接解析延拓概念是关于相交区域的 .如果

两个区域不相交 ,但有一段公共边界 (这是两个区域“紧接”的又一

个含义 ) ,我们可以在下列连续延拓原理的基础上 ,建立透弧直接

解析延拓的概念 .并指出解析延拓的一个几何方法———对称原理 .

1 .透弧直接解析延拓

定理 8 .2  潘勒韦 ( Painleve′)连续延拓原理  设{ D1 , f 1 ( z )}

及{ D2 , f2 ( z ) }为两个解析函数元素 ,符合于

(1 ) 区域 D1与 D2不相交 ,但有一段公共边界 ,除掉其端点后

的开弧记为Γ;

(2 ) f1 ( z )在 D1 +Γ上连续 , f 2 ( z )在 D2 +Γ上连续 ;

(3 ) 沿 Γ, f1 ( z ) = f2 ( z) ,

图 8 .6

则{ D1 +Γ+ D2 , F( z )}也是一个解析函数元素 .其中

F( z ) =

f1 ( z) , 当 z∈ D1 ,

f1 ( z) = f 2 ( z ) , 当 z∈Γ,

f2 ( z) , 当 z∈ D2 .

证  F( z )在区域 G = D1 +Γ+ D2内是连续的 .我们来证明 :

F( z )沿着任何一条位于 G 内的周

线 C (只要其内部全含于 G )的积分

都等于零 .

如果 C 全部位于 D1或 D2内 ,结

果从柯西积分定理立即可推出 .如果

C分属于 D1与 D2 (图 8 .6 ) , C 落在

D1 与 D2 内的部分分别记为 C1 与

C2 ,Γ落在 C 内部的一段记成γ .根

据柯西积分定理
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�

∫C
1

+γ
F( z ) d z = 0 ,

∫C
2

+γ
-

F( z ) d z = 0 .

从而

∫C
F( z) d z =∫C

1
+ γ

F( z ) d z

+∫C
2

+γ
-

F( z ) d z = 0 .

根据摩勒拉定理 ,我们得出函数 F( z )在区域 G内是解析的 .

故   { D1 +Γ+ D2 , F( z )}是一个解析函数元素 .

定义 8 .5  满足定理 8 .2 条件的两个解析函数元素 { D1 ,

f 1 ( z ) } , { D2 , f2 ( z )}称为互为 (透弧 )直接解析延拓 .

在定义 8 .4 中 ,关于相交区域的解析延拓 � 綤链和 � 綤互为 (间接 )解

� �析延拓的意义 ,也可代以透弧解析延拓 .

2 .黎曼 - 施瓦茨对称原理

定理 8 .3  设

(1 ) D及 D
*
为 z 平面上两个区域 ,分别在上半平面与下半

平面 ,对于 x 轴对称 ,并且它们的边界都包含 x 轴上一条线段 S ;

( 2) { D , f ( z ) }为解析函数元素 , f ( z )在 D + S 上连续且在 S

上取实数值 ,

则存在一个函数 F( z )满足下列条件 :

(1 ) F( z)在区域 D + S + D
*
内解析 ;

(2 ) 在 D内 F( z ) = f ( z ) ;

(3 ) 在 D
*
内 F( z ) = f (珔z ) .

(即{ D
*

, f (珔z ) }是{ D , f ( z) }透过弧 S 的直接解析延拓 .)

证  在区域 D + S + D
*
内确定一个函数 F( z )如下 :

F( z ) =
f ( z ) , 当 z∈D + S ,

f (珔z ) , 当 z∈D
*

.
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我们现在来证明这个函数 F( z )就满足定理的要求 .

(1 ) f ( z )在区域 D 内解析 ,在 D + S 上连续 (假设条件 ) .

(2 ) f (珔z )在 D
*
内解析 .事实上 ,设 z0 及 z 为 D

*
内二点 ,则

珔z0及珔z 为 D内相应二点 ,且 �

 lim
z→ z

0

f (珔z ) - f (珔z0 )
z - z0

= lim
z→ z

0

f (珔z ) - f (珔z0 )
珔z - 珔z0

= lim
珔z→珔z

0

f (珔z ) - f (珔z0 )
珔z - 珔z0

= f′(珔z0 ) .

(3 ) f (珔z )在 D
*

+ S 上连续 .因设 x0为 S 上任一点 ,则

lim
z→ x

0

( z∈ D
*

+ S )

f (珔z ) = lim
珔z→ x

0
(珔z∈ D + S )

f (珔z )
(假设 )

f ( x0 ) = f (珔x 0 ) .

(4 ) z∈ S 时 f (珔z ) = f ( z) .因此时

z =珔z , f (珔z ) = f ( z )
(假设 )

f ( z ) .

故由潘勒韦连续延拓原理 , { D
*

, f (珔z )}是{ D , f ( z ) }透过 S 的直

接解析延拓 .因而 F( z )在区域 D + S + D
*
内解析 .

对称原理可使解析函数的定义区域扩大一倍 .下面我们将对

称原理引入共形映射 ,它使我们能够充分地在本质上扩大那类可

以用初等函数来作共形映射的区域 .

定理 8 .4  设 ( 1) D及 D
*
为 z 平面上的两个区域 ,分别在上

图 8 .7

半平面与下半平面 , 关于 x轴对称 ,并且它们的边界都包含 x 轴

上一条线段 S(如图 8 .7) ;
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(2 ) G 及 G
*
为 w 平面上的两个区域 ,分别在上半平面与下

半平面 ,关于 u 轴对称 ,并且它们的边界都包含 u 轴上一条线段

T ;

(3 ) w = f ( z )在 D内单叶解析 ,在 D + S 上连续 ,且将 D 共

形映射成 G ,将 S 一一变换成 T = f ( S) ,

则存在一个函数 w = F( z )满足下列条件 :

(1 ) w = F ( z )在区域 D + S + D
*
内单叶解析 , 并将区域

D + S + D
*
共形映射成 G + T + G

*
;

(2 ) 在 D内 , F( z) = f ( z ) ;

(3 ) 在 D
*
内 , F( z ) = f (珔z ) .

(即{ D
*

, f (珔z ) }是{ D , f ( z) }透过弧 S 的直接解析延拓 ) .

证  接着定理 8 .3 的证明 ,再补充证明 F( z )在 D + S + D
*

内单叶 ,并将 D + S + D
*
共形映射成 G + T + G

*
.

根据 F( z) = f ( z ) ( z∈ D ) , F( z )在 D 内单叶解析 , 并将 D

共形映射成 G;根据 F( z) = f ( z ) ( z∈ S ) , F( z )建立起 S 上的点

与 T 上的点的一一对应 ;根据 F ( z ) = f (珔z ) ( z∈ D
*

) , F ( z )在

D
*
内单叶解析 ,并将 D

*
共形映射成 G

*
.

总起来 , F( z )在 D + S + D
*
内单叶解析 ,并将 D + S + D

*

共形映射成 G + T + G
*

.

定理 8 .5  (对称原理的一般形式 ) 设 (图 8 .8 )

图 8 .8

(1 ) d 及 d
*
是 z 平面上关于圆弧或直线段 s 对称的两个区

域 ,它们分居于 s的两侧 ,且它们的边界都包含 s .
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(2 ) g 及 g
*
为 w 平面上关于圆弧或直线段 t 对称的两个区

域 ,它们分居于 t的两侧 ,且它们的边界都包含 t .

(3 ) w = f1 ( z )在 d 内单叶解析 ,在 d + s上连续 ,并将 d 共

形映射成 g ,把 s一一地变换成 t = f1 ( s) ,则存在一个函数 w =

F( z )满足下列条件 :

( 1) w = F( z )在区域 d + s + d
*
内单叶解析 ,并将区域 d + s

+ d
*
共形映射成 g + t + g

*
.

(2 ) 在 d 内 F( z ) = f1 ( z ) .

(3 ) 在 d
*
内 F( z ) = f2 ( z ) .

{ d
*

, f2 ( z) }是{ d , f1 ( z) }透过弧 s的直接解析延拓 .
*
证  

为了证明 ,我们作线性变换

ζ=
az + b
cz + e

,  ω=
αw +β
γw +ε

. ( 8 .5)

它们分别将 s 与 t ,这样地变为ζ与ω平面 (即图 8 .7 中的 z 与 w

平面 )的实轴上的线段 S 与 T ,使得区域 d 与 g 分别共形映射成

D与 G .将 (8 .5 )的逆变换

z =
- eζ+ b
cζ - a

, w =
-εω+β
γω - α

代入函数 w = f1 ( z )的两端 ,使其化为将 D 共形映射成 G的函数

ω= f
*

1 (ζ) .

我们在ζ平面的区域 D
*
上定义函数

ω= f
*

2 (ζ) = f
*

1 (珔ζ) .

由定理 8 .4 , { D
*

, f
*

2 (ζ) }是{ D , f
*

1 (ζ) }透过弧 S 的直接解析延

拓 .ω= f
*

2 (ζ)将 D
*
共形映射成 G

*
.而函数

ω= f
*

(ζ) =

f
*

1 (ζ) ,ζ∈ D ,

f
*

2 (ζ) ,ζ∈ D
*

,

f
*

1 (ζ) = f
*

2 (ζ) ,ζ∈ S .
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在 D + S + D
*
内单叶解析 ,并将 D + S + D

*
共形映射成 G + T

+ G
*

.

我们将 (8 .5 )代入函数ω= f
*

2 (ζ) ,换回到变量 z 与 w ,于是

在 d 关于 s对称的区域 d
*
内得到函数 w = f2 ( z ) ,它在 d

*
内单

叶解析 ,并将 d
*
共形映射成 g 关于 t对称的区域 g

*
.

这时 ,函数

w = F( z ) =

f1 ( z ) , z∈ d ,

f2 ( z ) , z∈ d
*

,

f1 ( z ) = f2 ( z ) , z∈ s .

在区域 d + s + d
*
内单叶解析 ,并将 d + s + d

*
共形映射成区域

g + t + g
*

.其中{ d
*

, f2 ( z ) }是{ d , f1 ( z )}透过弧 s的直接解析

延拓 .

例 8 .7  将上半平面从原点起顺着虚轴割开一条长为 h 的割

缝 ,试求此区域到上半平面的共形映射 .

解  z 平面上所述区域可以表成 D + S + D
*

,其中 S 是从 hi

顺着虚轴到∞的射线 .上半 w 平面可以表成 G + T + G
*

,其中 T

是上半虚轴 (图 8 .9 ) .

图 8 .9

我们要作出一个在 D 内单叶解析 , 在 D + S 上连续的函数

w = f ( z )将 D共形映射成 G ,使 S 一一地变成 T .

就作 z1 = z
2

, ( 8 .6)
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它在 D内单叶解析 ,在 D + S 上连续 ,将 D 共形映射成上半 z1 平

面 D1 , S 一一地变成负实轴上从 - h
2
到∞的射线 S1 .

再作平移变换

z2 = z1 + h
2

, ( 8 .7)

它在 D1 + S1上连续 ,将 D1共形映射成上半 z2平面 D2 , S1一一地

变成负实轴 S2 (如图 8 .10) .

再作 w = z2 , ( 8 .8)

它在 D2 + S2上连续 ,并将 D2共形映射成 G , S2 一一地变成 T .

将 (8 .6 )、(8 .7 )及 ( 8 .8)依顺序叠合得

w = z
2

+ h
2

,

它在 D + S 上连续 ,将 D 共形映射成 G ,并将 S 一一地变成 T .

按对称原理 , z
2

+ h
2
在 D + S + D

*
内的解析延拓将区域

D + S + D
*
共形映射成区域 G + T + G

*
.但因 z

2
+ h

2
本身就

在 D + S + D
*
内单叶解析 ,故所求的一个共形映射函数就是

w = z
2

+ h
2

.

图 8 .10
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§3 .完全解析函数及黎曼面的概念

1 .完全解析函数  以前我们所定义的解析函数是局限于一

个特定区域的 .解析延拓使我们有可能将定义于一个特定区域的

解析函数 ,推广其定义区域 ,得到在更大区域内解析的函数 .

定义 8 .6  一个一般解析函数 F ( z )是由解析函数元素{ D ,

f ( z ) }的一个非空集这样组成的 :当其非一元集时 ,任意两个解析

函数元素经由一条链而互为解析延拓 , 其中链的每一环节都是

F( z )的一元 , F( z)的定义区域是各 f ( z )定义区域之并集 (它也

是一个区域 ) .

定义 8 .7  一个完全解析函数 F( z )是一个一般解析函数 ,它

包含其任一解析函数元素的所有解析延拓 . F ( z )的定义区域 G

称为它的存在区域 .G的边界称为 F( z)的自然边界 .

根据我们在本章§1 第 2 段中的论述 , 可知完全解析函数

F( z )的自然边界必为 F ( z )一切解析函数元素的一切奇点所组

成 ,从而 F( z )的自然边界点也就是 F( z )的奇点 .

一个完全解析函数 F ( z )显然是不能再扩大的 ,它可能是单

值的 (这时 ,它的存在区域就是通常 z 平面上的区域 ) , 也可能是

多值的 .还可看出 ,每一个解析函数元素必属于惟一的完全解析函

数 .

过去讲的孤立奇点 (单值性或多值性的 )就是函数自然边界上

的孤立点 .

例 8 .8  非常数的整函数的存在区域是 z 平面 , z =∞就是它

的自然边界 .

例 8 .9  函数

1
z - a1

+
1

z - a2
+⋯ +

1
z - an

的自然边界是由 a1 , a2 ,⋯ , an等 n 个极点组成 ;而函数
1

sin z
的自
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然边界是由无限多个点 nπ( n = 0 , ±1 ,⋯ )及点∞所组成 , 在例

8 .4 中 ,我们知道函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 1

z
2

n

就以单位圆周 | z | = 1 为其自然边界 .

2 .单值性定理  设 f ( z )是区域 D 内的完全解析函数 , a, b

是 D内任意两点 ,γ1和γ2是连接 a , b的两条曲线 . f ( z)的一个解

析函数元素从点 a出发 ,沿γ1和γ2两条路线进行解析延拓 ,如到

达点 b的函数值不同 ,也就是说 ,如果解析延拓取不同的路线得

到不同的解析函数元素 ,则函数 f ( z)就是多值的 .我们先看

例 8 .10  设有区域 : �

D1 : | z - 1 | < R ,

D2 : | z - ω| < R ,

D3 : | z - ω
2

| < R .

其中 ω= e
2πi
3 ,

且
3

2
< R < 1 .

若将解析函数元素{ D1 , z }进行解析延拓 ( z已取定一支 ) .

从 D1到 D2 ,从 D2到 D3 ,再从 D3 到 D1 ,结果所得解析函数元素

为{ D1 , - z }(图 8 .11) .

这可以用本章§1、2 段幂级数延拓的“圆链法”来实现 ,圆链

的各圆圆心可选在一条闭曲线上 , 这条闭曲线从 D1 内的某点 a

出发 ,经 D1与 D2 的公共区域到 D2 ,再经 D2 与 D3 的公共区域到

D3 ,最后 ,经 D3与 D1的公共区域又回到 D1 的点 a .起点 a 的函

数值如为 a ,沿此闭曲线延拓一圈回来后 ,同一点 a 的函数值就

应改变为 - a ,原因是这条闭曲线包围了原点 z = 0 , a 的辐角就

要改变 2π .
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图 8 .11

另一方面 ,若将解析函数元素{ D1 , - z}从 D1 出发延拓到

D2 ,从 D2延拓到 D3 ,再从 D3回到 D1 ,结果所得解析函数元素为

{ D1 , z } .

按这种方式不断延拓 ,可以看出 , z与 - z组成一个二值的

完全解析函数 ,以 z = 0 及 z = ∞为支点 (注意 D1 , D2 , D3 无公共

部分 ,但它们含有一条周线围绕原点 ) ,其存在区域 D 是个二连通

区域 .

如果 D为单连通区域 , f ( z )在 D 内解析 ,则 f ( z )就不能像

上面那样是多值函数 ,事实上 ,魏尔斯特拉斯给出了如下的单值性

定理 :

定理8 .6  若 f ( z )在扩充平面上的单连通区域 D内解析 ,则

f ( z )在 D内单值 .

证  设γ1 ,γ2 是 D内连接任意两点 a与 b的两条简单逐段光

滑曲线 ,使γ=γ1 +γ2是 D内的一条周线 .

首先假设周线γ=γ1 +γ2不包含 D的界点于其内部 .由海涅
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- 波莱尔覆盖定理 ,可有有限个圆心在γ1 ,γ2 上而全部在 D内的

圆足以覆盖γ1 与 γ2 .在每个圆内 , f ( z )可以表成泰勒级数 .从而

f ( z )在每个圆内的解析点 (圆与 D的公共部分 )为单值 .因此γ1 ,

γ2在每个圆内的弧可以弦来代替 .设这些弦所成的折线为 P1 ,

P2 ,于是γ1 ,γ2 可以用 P1 , P2来代替 .分多边形 P1 + P2 为若干三

角形 .如 f ( z)在 P1 + P2内为多值 ,则存在一个三角形 T1 , f ( z )

沿 T1 解析延拓一周得到不同的解析函数元素 .将 T1最长的一边

加以等分 ,连接等分点与此边的对顶点 ,得两个三角形 .则在此两

个三角形中必有一个 ,命为 T2 , f ( z )沿 T2 解析延拓一周 ,将得到

不同的解析函数元素 .如此继续进行 ,则得一个三角形序列 :

T1� T2�⋯� Tn�⋯

当 n 无限增加 , T n缩成 D内一点α .由假设 f ( z )在点α解析 ,则

必在一个圆 | z - α| < R 内单值解析 .因此 ,只须经过有限次分法 ,

则得一个全含于此圆内的三角形 T m ,而 f ( z )沿 T m 解析延拓一

周 ,所得的解析函数元素不能为不同 ,这和 f ( z )在 P1 + P2内为多

值相矛盾 .

图 8 .12

其次 ,假设γ包含区域 D的一个界点于其内部 .由于 D是单

连通区域 ,则γ必包含 D 的全部界点于其内部 .因此 f ( z )在点

z =∞的邻域内解析 .从而存在一个以原点为心的圆周 C ,包含 γ

=γ1 +γ2于其内部 , f ( z )在 z = ∞的

邻域内的洛朗展式在圆周 C 的外部

及其上单值解析 .用线段 aa′及 bb′

分别将点 a, b 连接到圆周 C 上 , 则

得两条闭路 L1 : a′aγ1 bb′C1 a′及 L2 :

a′aγ2 bb′C2 a′. L1 与 L2 各不包含 D

的界点于其内部 (图 8 .12 ) .由圆周 C

的定义 , C1 , C2 两条路线对解析延拓

是等价的 , 即是 f ( z )从 a′出发分别
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沿 C1 , C2解析延拓达到 b′的值是相同的 .由将上面第一步的证明

分别应用到闭路 L1 与 L2上 ,则得 a′aγ1 bb′与 C1等价 , a′aγ2 bb′与

C2等价 ;因此γ1与γ2是等价的 .所以定理成立 .

定义 8 .8  若围绕以 z0 为心的充分小的圆周 , � �+延拓一完全解

� m析函数 F( z)的解析函数元素{ D1 , f1 ( z )} ,当变点回转至原来的

位置时 ,若函数值与原来的值相异 ,则称此 z0点为此函数 F( z )的

支点 . � �5具有支点的完全解析函数 F( z )称为多值解析函数 .

尽管 F( z)是一个多值函数 ,但是如果我们可以限制 z 的变

动区域 (单连通的 ) ,使得当 z 点在这个区域内沿任意周线变动一

圈 ,函数值连续变动回到原来的值 ,那么我们就说这个区域内所有

对应的函数值 (即这个区域的像点集 )就组成 F ( z )的一个单值解

析分支 (如图 2 .4 的各 Tk及图 2 .10 的各 Bk ) .

支点是多值性奇点 .凡多值解析函数的每一单值分支也可以

有单值性奇点———可去奇点、极点、本质奇点以及非孤立的奇点 .

但一点若为某一支的单值性奇点 ,则不必为另一支的单值性奇点 .

例如  

1
z

ln
1

1 - z
=

1
z

z +
z

2

2
+

z
3

3
+⋯ , (0 < | z | < 1 )

z = 0 为此支的可去奇点 (解析点 ) ,但为其他每一支

1
z

z +
z

2

2
+

z
3

3
+⋯ + 2 kπi

( k =±1 ,±2 ,⋯ )

的一阶极点 .

3 .黎曼面概念  设 w = F( z )是多值解析函数 , 即具有支点

的完全解析函数 ,则对其存在区域中 z 的一个值 , w 有多个值和

它对应 .黎曼采取一种方法 ,使 w 的值和 z 的值成一一对应 .他创

造一种模型 (称为黎曼面 )代替通常的 z 平面 .利用黎曼面 ,可以

使以前所说的解析延拓的过程 ,多值解析函数概念本身、分支、支

点及支割线的概念 ,在几何上有了明显的表示和说明 .更重要的
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是 ,可以使多值完全解析函数 F ( z )成为其黎曼面上的单值解析

函数 (这时 , F( z )的存在区域就是一个推广了的区域 ,即黎曼面 ) .

于是 ,单值解析函数的理论便可以对它应用了 .因此 ,由于函数多

值性所引起的复杂性 ,利用几何方法可以消除掉 .

下面我们举几个简单的例子来讨论黎曼面 .一般对于多值解

析函数 ,要用若干叶片来适当地“粘合”成一个黎曼面的工作是相

当复杂的 ,并且需要相当的技巧 .

例 8 .11  函数 w = z
1
2 的黎曼面 .

解  由于对 z 平面上每一个异于零的点 ,此函数有两个值和

它相对应 ;如对不同函数值的相同的点 z 能加以区别 , 就能满足

我们的要求 .

令 z = re
iθ

,于是相同的点 z 可以不同的θ来决定 ,从而不同

的函数值可用不同的θ来规定 .因当 z 绕原点一周 , w 的值由 z

变为 - z ;当 z 再绕原点一周 , - z又变为 z .所以如 z相当于

0 <θ< 2π,则 - z相当于 2π<θ< 4π .现在设想两个 z 平面相重

叠 ,原点的位置与实轴的方向都相同 .在上的平面用 M0 表示 , 相

当于 0 <θ< 2π;在下的平面用 M1 表示 ,相当于 2π<θ< 4π .由于

z = 0 及 z = ∞是 w = z
1
2 的两个支点 ,我们现在可以选正实轴为

支割线 ,将两个平面各沿正实轴割开 ,使 z 分别在 M0 及 M1 上不

能越过支割线在同一平面上变动 .再沿支割线使 M0 的下岸 (θ=

2π)与 M1的上岸 (θ= 2π)粘合 ,并使 M1 的下岸 (θ= 4π)与 M0 的

上岸 (θ= 0)粘合 .这样的模型就是 w = z
1
2 的黎曼面 (如图 8 .13

(a) ) ,两叶在截口处互相交叉 ,其在支割线处的垂直纵截面如图

8 .13 ( b) .

当点 z 在黎曼面的 M0叶上 ,从正实轴上一点出发 ,围绕支点

z = 0 以反时针方向连续变动两圈时 ,辐角θ先由 0 增至 2π,并由

叶 片 M0 进入叶片 M1 , 在后一叶片 M1 中 ,θ再由2π增至4π .当
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(a )

(b)

图 8 y.13 图 8 Y.14

点 z 再继续转动时 ,它仍回到叶片 M0上 (如图 8 .14 ) .在 M0上 ,θ

的值可以认为是由 4π增到 6π,或由 0 增到 2π,对于函数值没有影

响 .余可类推 .这样一来 , 函数 w = z
1
2 就是黎曼面上的单值函数

了 .只是在支割线处 ,两个叶片的点需要设法去判别 . � ��

应该注意的是 :要想由以上的描述 ,把黎曼面按通常办法具体

地制作出来是办不到的 .因为当先把叶片 M0的截口的下岸与 M1

截口的上岸粘合以后 ,再把 M1的下岸与 M0的上岸粘合就无法进

行 ,因为中间已有一个粘合好的平面存在着 .尽管如此 ,我们仍然

要想像它们是粘合起来了 .

这黎曼面的叶片 M0 的像是上半 w 平面 ,而叶片 M1 的像是

下半 w 平面 .因为

wk = re
i
θ
2 = re

i
θ

0
+ 2 kπ

2 ,

0≤θ0 < 2π, k = 0 , 1 ,

在 M0 上

0 <
θ
2

<π,

在 M1 上

π<
θ
2

< 2π .
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每个叶片上所确定的函数都是单值解析的 ,并可连续到粘合

的边界 ,在粘合的边界上它们是等值的 .于是 ,它们的一个就是另

一支穿过支割线的解析延拓 (由本章的潘勒韦原理可见 ) .因此 ,黎

曼面上点的单值函数 w = z
1
2 在除去支点 z = 0 及 z = ∞外 ,到处

都是解析的 .

例 8 .12  函数 w =
n

z ( n 是正整数 , n > 2)的黎曼面 .

类似上例的讨论 ,它的黎曼面是由 n 个沿着支割线正实轴割

开的 z 平面粘合而成的 ,仍只以 z = 0 及 z =∞为支点 .

令 z = re
iθ

,则

wk =
n

re
i
θ

0
+ 2 kπ

n ,

0≤θ0 < 2π, k = 0 , 1 ,⋯ , n - 1 ,

图 8 .15 是 n = 4 的情形 .

图 8 .15

例 8 .13  函数 w = Ln z 的黎曼面 .

解  令 z = re
iθ

,则

wk = ( ln z) k = ln r + i(θ0 + 2 kπ)

0≤θ0 < 2π, k = 0 ,±1 ,⋯

仍只以 z = 0 及 z =∞为支点 ,取正实轴为支割线 ,其黎曼面含有

无穷多叶 (图 8 .16 左 ) .其在支割线处的垂直纵截面如图 8 .16 右 .
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图 8 .16

上面三个例题是应用透弧解析延拓制作 w =
n

z及 w = Ln z

的黎曼面 ,当然也可应用相交区域的直接解析延拓制作它们的黎

曼面 .
*
例 8 .14  函数

3

( z - a) ( z - b) ( a≠ b)的黎曼面 .

解  函数
3

( z - a ) ( z - b)以 z = a , z = b 及 z = ∞为支点 .

从 a到 b连接直线段 ,从 b 到∞连接任一射线 (不通过 a)作为支

割线 .这样割开 z 平面后 ,可以分出三个单值分支

fk ( z ) =ω
k

f0 ( z ) , k = 0 , 1 , 2 ,

其中ω= e
2πi
3 , f0 ( z )为

3

( z - a) ( z - b)的一个确定支 .

现将三张平面 Mk , ( k = 0 , 1 , 2 )均按前述方法割破 , 各分支

f k ( z )分别在 Mk上是单值的 ,但在割线两岸之值不同 .在 ab →左岸

(顺着 a 到 b的方向 )取值为 f 0 ( z ) , f1 ( z ) , f2 ( z )时连续变动到

右岸 ,由于绕 a 转了一周的缘故 ,增加了一个因子 ω= e
2πi
3 ,就对应

取值为 f1 ( z )、f2 ( z )、f0 ( z ) ;在 b∞ →左岸取值为 f0 ( z ) , f1 ( z ) ,

f 2 ( z )时连续变动到右岸 ,由于绕 a , b两点同时转了一周的缘故 ,

增加了一个因子ω
2

= e
4πi
3 ,就对应取值为 f2 ( z ) , f0 ( z ) , f1 ( z ) .即

前者各分支构成以下置换 :
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f0 ( z )  f1 ( z)  f 2 ( z )

f1 ( z )  f2 ( z)  f 0 ( z )

后者各分支构成以下置换 :

f0 ( z )  f1 ( z)  f 2 ( z )

f2 ( z )  f0 ( z)  f 1 ( z )

将三个叶片叠起来 ,并粘合那些取值相同的各岸 ,即得所求的

黎曼面 .图 8 .17 表示在割线处的粘合法 .

图 8 .17

黎曼面的最大优点不仅使 w 平

面上的点和 z 平面上的点建立一一对

应 ,而且可使 z 平面上的连续曲线和

w 平面上的连续曲线成对应 .利用黎

曼面 ,所有关于单值函数的性质都可

以推广到多值函数 .

设 f ( z )是定义于黎曼面上的函

数 ,如 z = a是 f ( z )的解析点 ,则在 a的一个邻域内 , f ( z)可以展

开为泰勒级数 .其收敛圆可能有一部分在黎曼面的某一叶上 ,而另

一部分则在与之粘合的另一叶上 ,但支点不能在收敛圆之内 .

最后 ,我们还必须指出 :一个多值解析函数与代表多个函数的

一个表达式是有区别的 .例如 ,函数 w = z
2
相当于 w = + z 和

w = - z ,而这两个单值解析函数不是互为解析延拓的 .所以 w =

z
2
仅是表示两个单值解析函数 w = + z 与 w = - z 的一个表达

式 .

*
§4 .多角形区域的共形映射

本节我们将介绍在实际构成共形映射时起着很大作用的一个

方法 .它在应用上特别重要 ,因为它使我们能够写出一个函数 (固

然 ,一般地讲 ,只能写成积分的形状 ) ,把上半平面共形映射成预先
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给定的一个多角形区域 .

1 .克里斯托费尔 ( Christoffel ) - 施瓦茨变换

定理 8 .7  设 ( 1) Pn为有界 n 角形 ,其顶点为 A1 , A2 ,⋯ , An ,

其顶角为α1π,α2π,⋯ ,αnπ .

( 0 <αj < 2 ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n)

(2 ) 函数 w = f ( z )将上半平面 Im z > 0 共形映射成 Pn .

(3 ) z 平面实轴上对应于 w 平面多角形 Pn的顶点 Aj的那些

点 aj :

- ∞ < a1 < a2 <⋯ < aj <⋯ < an < +∞

都是已知的 .则

f ( z ) = C∫
z

z
0

( z - a1 )
α

1
- 1

( z - a2 )
α

2
- 1
⋯ ( z - an )

α
n

- 1
d z + C1 ,

( 8 .9)

其中 z0 , C与 C1 是三个复常数 .

注意 ,显然有

∑
n

j = 1

αj = n - 2 . (8 .10)

(8 .9 )的逆变换 z = f
- 1

( w )将 w 平面上的单连通区域多角

形 Pn共形映射成标准区域上半 z 平面 .
*
证  根据黎曼存在惟一性定理 ,存在有而且只有一个函数

w = f ( z ) ,

它将上半 z 平面共形映射成 w 平面上的有界 n 角形 Pn (图8 .18 ) ,

而且将实轴上的三个定点 (例如 , a1 , a2与 a3 )变成 Pn边界上的三

个任意点 ,例如顶点 A1 , A2 , A3 .

先假设这个函数是我们已知的 ,尤其是已知 x 轴上与 n 角形

Pn的顶点 Aj对应的点 aj , j = 4 ,5 ,⋯ ,现在来求它的解析式 .

因为在 x 轴的任何一段 ( aj , aj + 1 )上 ,函数 w = f ( z )取直线

段 A j Aj + 1上的值 ,所以对于它可以应用对称原理 ,因而它可以越
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图 8 .18

过这条线段而解析延拓到下半平面 Im z < 0 .这个解析延拓将下

半 z 平面共形映射为与 Pn关于线段 A j Aj + 1 对称的 n 角形 P′n .它

又可以越过任意线段 ( a′j , a′j + 1 )而解析延拓到上半 z 平面 ,而且

这个解析延拓将上半 z 平面共形映射成与 P′n关于线段 A′j A′j + 1 对

称的 n 角形 P″n .

我们可以想像 :我们把所有可能的上面所描述的那种解析延

拓 [在特别情形 ,越过包含点 z =∞的线段 ( an , a1 )都作过了 ]作了

任意多次 .结果得到无穷多值完全解析函数 w = F ( z ) ,原来的解

析函数 w = f ( z )是它的一个单值解析分支 .

注意 ,这个函数的任意两个在上半 z 平面中的单值解析分支

w = f
*

( z )与 w = f
* *

( z )由一个极为简单的关系式相互关联着 .

事实上 ,这两个分支 ,按我们的作法 ,由偶数次越过 ( aj , aj + 1 )的解

析延拓互相得到 ,而且将上半 z 平面分别共形映射为 n 角形 P
*
n

与 P
* *
n . P

*
n 与 P

* *
n 由偶数次关于边的对称变换可以互相得出 .又

因每一对对称变换都可化为某一平移与旋转 , 所以多角形 P
*

n 与

P
* *

n 一个由另外一个用平移与旋转相互得出 .由此推出 :在上半 z

平面上

f
* *

( z )≡e
iβ

f
*

( z) + b, (8 .11)

其中β是确定旋转的实常数 , 而 b 是确定平移的复常数 .同样的
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结论对 F( z )在下半 z 平面上的任意两个单值解析分支也成立 .

进一步 ,函数

φ( z ) =
f″( z )
f′( z )

在上半 z 平面是解析的 ,因由假设 w = f ( z )必是单叶解析的 ,从

而 f′( z )≠0 (在上半 z 平面 ) .又 ,φ( z )对于 f ( z )的所有可能的

解析延拓都保持是单值的 .事实上 ,无论我们取 F ( z )的哪两个分

支 ,由 ( 8 .11 )都可以推出 {

f
* *
′( z) = e

iβ
f
*
′( z ) ,

f
* *
″( z) = e

iβ
f
*
″( z ) ,

f
* *
″( z )

f
* *
′( z )

=
f
*
″( z )

f
*
′( z )

,

即φ( z )在任意点 z 的值与 F( z )的分支的选取无关 .

这样 ,我们可以断言 :函数 φ( z )与它的解析延拓 (我们用同

一记号来表示它们 )在扩充 z 平面上除点 z = aj ( j = 1 ,2 ,⋯ , n )以

外的所有点上都是单值解析的 .(为什么 ? 请读者思考 ) .我们现在

来说明φ( z )在这些点 z = aj ( j = 1 , 2 ,⋯ , n )上的性质 .用αjπ表

示 n 角形 Pn在顶点 Aj即 wj的角 (0 <αj < 2) ,并来考察变量

ω= ( w - wj )
1
α

j

的辅助平面 .显然 ,过渡到 ω平面后 , n 角形 Pn 的角“被弄平”(图

8 .19 ) ,因而对于将点 z = aj的某一个半邻域共形映射为ω= 0 的

半邻域 (图 8 .19)的复合函数

图 8 .19

ω=ω( z ) = [ f ( z ) - wj ]
1
α

j
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我们可应用对称原理 .所以它可以解析延拓于 aj的整个邻域 , 而

且在此邻域内可以展成泰勒级数 :

ω( z ) �= [ f ( z) - wj ]
1
α

j         

= c1 ( z - aj ) + c2 ( z - aj )
2

+⋯ (8 .12)

其中 c0 =ω( aj ) = 0 ;但 c1 =ω′( aj )≠0 ,因为 ω( z )在 aj点邻域内

单叶解析 .

由 (8 .12) ,我们进一步得到

f ( z ) = w j + ( z - aj )
α

j [ c1 + c2 ( z - aj ) +⋯ ]
α

j , c1 ≠0

但因为方括号的αj次幂在 aj的邻域内是解析的 (由一般幂函数的

意义 ,再由方括号本身当 z = aj时不为 0 即可推出 ) , 所以它本身

可展为 ( z - aj )的幂级数 .于是 ,我们有

f ( z) X= wj + ( z - aj )
α

j [ c′1 + c′2 ( z - aj ) +⋯ ]

= wj + c′1 ( z - aj )
α

j + c′2 ( z - aj )
α

j
+ 1

+⋯ .

由此而得

φ( z ) b=
f″( z )
f′( z )

=
(αj - 1)αj c′1 ( z - aj )

α
j

- 2
+⋯

αj c′1 ( z - aj )
α

j
- 1

+⋯

=
1

z - aj
·

(αj - 1 )αj c′1 +⋯
αj c′1 +⋯

,

其中第二个因子表示在点 z = aj解析的函数 , 因而它在 z = aj的

邻域内可以展成

(αj - 1 ) + c″1 ( z - aj ) + c″2 ( z - aj )
2

+⋯ .

所以

φ( z ) h=
1

z - aj
[ (αj - 1 ) + c″1 ( z - aj ) + c″2 ( z - aj )

2
+⋯ ]

=
αj - 1
z - aj

+ c″1 + c″2 ( z - aj ) +⋯ ,

这是φ( z )在 z = aj的去心邻域内的洛朗展开式 .由此可以推得 :

函数φ( z )在 z = aj有一阶极点 ,留数等于αj - 1 .
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这样 ,函数φ( z )在扩充 z 平面上只有 n 个一阶极点 aj ( j =

1 , 2 ,⋯ , n) .由φ( z )减去其所有的主要部分 ,我们就得到函数

ψ( z ) =φ( z ) -
α1 - 1
z - a1

-
α2 - 1
z - a2

- ⋯ -
αn - 1
z - an

, (8 .13)

它在整个扩充 z 平面上是解析的 ,由第五章习题 (一 ) 9 的刘维尔

定理 ,可知ψ( z )必是常数 .

函数 f ( z )在点 z =∞是解析的 [因为 z = ∞是线段 ( an , a1 )

的内点 ] ,由此 ,在 z =∞的邻域内

f ( z ) = c0 +
c - p

z
p +

c - p - 1

z
p + 1 +⋯ , (8 .14)

其中 c - p 是 f ( z )的洛朗展开式的第一个不等于零的系数 .由

(8 .14)得 :在 z =∞的邻域内

φ( z ) W=
f″( z )
f′( z )

=
p( p + 1)

c - p

z
p + 2 +⋯

-
pc - p

z
p + 1 +⋯

=
1
z
·

p( p + 1 ) c - p +⋯
- pc - p +⋯

= -
p + 1

z
+⋯ ,

由此可见φ(∞ ) = 0 .但因在 ( 8 .13 )中当 z =∞时所有其余的项都

变成零 ,所以ψ(∞ )也变成零 ,即ψ( z )≡0 .这样 ,

φ( z ) =
d

d z
ln f′( z ) =

α1 - 1
z - a1

+
α2 - 1
z - a2

+⋯ +
αn - 1
z - an

.

然后 ,沿上半 z 平面中的任意路线积分 ,则得

ln f′( z ) = r(α1 - 1 ) ln( z - a1 ) + (α2 - 1) ln( z - a2 ) +⋯

+ (αn - 1 ) ln( z - an ) + ln C .

这里 ,右边的 ln表示对数的主值 ,而左边则表示它的对应值 ,因而

去对数 ,我们就得到共形映射的导函数的式子

f′( z ) = C( z - a1 )
α

1
- 1

( z - a2 )
α

2
- 1
⋯ ( z - an )

α
n

- 1
.

也沿上半 z 平面中任意路线来积分上式 ,则得所求的克里斯托费
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尔 - 施瓦茨积分公式 (8 .9 ) .

(8 .9 )是在这样的假设下得到的 :即实轴上的经过共形映射后

与多角形 Pn的顶点对应的点 a1 , a2 ,⋯ , an 是已知的 ,但应用问题

只给出多角形 Pn 的顶点 ,而点 z = aj ( j = 1 , 2 , ⋯ , n )是不知道

的 .按共形映射的黎曼存在定理 ,有三个这样的点 (例如 a1 , a2 与

a3 )是我们可以任意给定的 ,而其余的点 aj ( j = 4 , 5 ,⋯ , n )以及常

数 C与 C1应当由问题的条件来决定 (常数 z0 也可任意选定 ) .这

种情况造成了利用克里斯托费尔 - 施瓦茨积分的主要困难 .

2 .退化情形  首先 , 由于分式线性变换的保圆周性及定义

7 .3 ,我们易得 :

定理 8 .8  两直线在无穷远点的交角 ,等于它们在第二交点

(有限点 )的交角反号 .

证  设 L1 , L2 是从无穷远点出发的两条射线 , 为明了起见 ,

还设它们在有限点ξ0 (ξ0≠0 )相交 .通过反演变换 w =
1
z
后 ,得到

图 8 .20

的像曲线为经过 w = 0 的两条圆弧 Γ1 及 Γ2 ,于是其第二交点为

w =
1
ξ0

.圆弧 Γ1及Γ2在两交点处的交角必互为相反数 (图 8 .20 ) .

再由 w =
1
z
在点ξ0保角 ,又由定义 7 .3 , w =

1
z
在 z =∞处保角 ,定

理就得到证明 .
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其次 ,上面定理 8 .7 的下列两个退化情形是很有用的 :

(1 ) n 角形 Pn有一个顶点是无穷远点的像 .即 a1 , a2 ,⋯ , an

中有一个例如 an =∞ .

为了要把这种情形化成上面定理的情形 ,我们作一个分式线

性变换

ζ= -
1
z

+ a′n (8 .15)

把上半平面 Im z > 0 共形映射成上半平面 Im ζ> 0 ,且把点 a1 ,

a2 ,⋯ , an =∞分别变成有限点 a′1 , a′2 ,⋯ , a′n (见下面注 ) .

应用公式 (8 .9 ) ,我们得出

w �= C′∫
ζ

ζ
0

(ζ- a′1 )
α

1
- 1

(ζ - a′2 )
α

2
- 1
⋯ (ζ - a′n )

α
n

- 1
dζ+ C′1

= C′∫
z

z
0

a′n - a′1 -
1
z

α
1

- 1

a′n - a′2 -
1
z

α
2

- 1

·⋯

 · -
1
z

α
n

- 1
d z
z

2 + C′1 .

利用 (8 .10)经过简单的变换 ,我们得到 �

 w = C′∫
z

z
0

[ ( a′n - a′1 ) z - 1]
α

1
- 1

[ ( a′n - a′2 ) z - 1]
α

2
- 1
·⋯·

 [ ( a′n - a′n - 1 ) z - 1]
α

n - 1
- 1

( - 1 )
α

n
- 1 d z

z
α

1
+ α

2
+ ⋯ + α

n
- n + 2 + C′1

= C∫
z

z
0

( z - a
0

1 )
α

1
- 1

( z - a
0

2 )
α

2
- 1
⋯ ( z - a

0

n - 1 )
α

n - 1
- 1

d z + C1 ,

其中 a
0
j =

1
a′n - a′j

( j = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 )是实常数 .为简单起见 ,我们

将 a
0
j就记成 aj ( j = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 ) ,于是公式 ( 8 .9 )就退化成下列

公式

w = C∫
z

z
0

( z - a1 )
α

1
- 1

( z - a2 )
α

2
- 1
⋯ ( z - an - 1 )

α
n - 1

- 1
d z + C1 .

因此 ,如果 n 角形 Pn的那些顶点中 ,有一顶点与无穷远点相
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应 ,则在公式 ( 8 .9)中就丢掉那个关于这个顶点的因子 .

在实际应用上 ,可以利用这个事实来简化克里斯托费尔 - 施

瓦茨积分 .

注  在 (8 .15)中 , a′n是任意实常数 ,且已假定 a1 ,⋯ , an都不

为零;为了使上半 z 平面 Im z > 0 共形映射为上半ζ平面 Im ζ> 0,

所以
1
z
前面要冠负号 ,以满足例 7 .6 的条件 .如果点 aj ( j = 1 ,

2 ,⋯ , n)之一等于零 ,则必须不取 ( 8 .15 ) ,而取

ζ= a′n -
1

z - a
,

其中 a是一个与所有的 aj ( j = 1 ,⋯ , n )都不相同的数 .否则 a′j ( j

= 1 ,⋯ , n)之一就要成为∞了 .

(2 ) n 角形 Pn有一个或几个顶点在无穷远点 (这时 Pn称为广

义多角形 ) .

设 A j =∞ (图 8 .21)

图 8 .21

在射线 Aj - 1 Aj与 A j + 1 Aj上任意各取一点 A′j与 A″j ,用线段联

结这两点 ,并考查所得到的 ( n + 1)角形 .按公式 (8 .9) ,将 Im z > 0

共形映射成这个多角形内部的函数 ,可用下列公式表出 :

w = jC∫
z

z
0

( z - a1 )
α

1
- 1
⋯ ( z - a′j )

α′
j

- 1
( z - a″j )

α″
j

- 1
·⋯
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·( z - an )
α

n
- 1

d z + C1 , (8 .16)

这里 a′j , a″j分别为 A′j , A″j的对应点 .当 A′j , A″j趋于 A j = ∞时 ,

a′j , a″j必趋于某一实数 aj ,它与 Aj对应 .

由定理 8 .8 ,射线 A j - 1 A j与 Aj + 1 A j在有限点 A
*

j 处的那个交

角 ,应等于在 Aj = ∞的交角 αjπ反号 ,即 - αjπ .于是 ,由三角形

A′j A″j A
*

j ,我们有 α′j +α″j - αj = 1 , 而这就是说 ,α′j +α″j - 2 =αj

- 1 .因此 ,当 A′j , A″j 趋于∞时 , (8 .16)仍然化成 (8 .9 )的形状 :

w = C∫
z

z
0

( z - a1 )
α

1
- 1
⋯ ( z - aj )

α
j

- 1
⋯ ( z - an )

α
n

- 1
d z + C1 .

当多角形有几个顶点在无穷远点时 ,可以作同样的讨论 .

因此 ,对于一个或几个顶点在无穷远处的那些多角形来说 ,克

里斯托费尔 - 施瓦茨积分公式仍然有效 ,只需把顶点在无穷远处

的那两条直线间的角度 ,用这两条直线在有限点处的那个交角反

号代替 .

3 .广义多角形举例

(1 ) 广义三角形 (图 8 .22 )

这里  α1 �=α2 =
1
2

,α3 = 0

合于  
1
2

+
1
2

+ 0 = 3 - 2

图 8 .22 (a)

这里  α1 �= 0 ,α2 = -
1
2

,α3 =
3
2

合于  0 + -
1
2

+
3
2

= 3 - 2

图 8 .22( b)

  (2 ) 广义四角形 (图 8 .23 )
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这里  α1 H= - 1 ,α2 =α4 =
1
2

,α3 = 2

合于  - 1 +
1
2

+
1
2

+ 2 = 4 - 2

这里  α1 �=α2 =α4 = 0 ,α3 = 2

合于  0 + 0 + 0 + 2 = 4 - 2

图 8 d.23(a) 图 8 @.23( b)

这里  α1 �= 0 ,α2 =α4 =
3
2

,α3 = - 1

合于  0 +
3
2

+
3
2

+ ( - 1 ) = 4 - 2

图 8 .23( c)

  例 8 .15  半带形区域

-
π
2

< Re w <
π
2

,  Im w > 0

是顶点为 A1 = -
π
2

, A2 =
π
2

, A3 = ∞的广义三角形 ,其各顶角处
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α1 =
1
2

,α2 =
1
2

,α3 = 0 ,合于α1 +α2 +α3 = 1(如图 8 .22 (a) ) .为了

明显起见 ,我们把数据列成表 ,在其中指出点 aj ( j = 1 , 2 , 3 ) ,它们

共三个 ,因而我们可以任意给定 .

Aj αj aj

-
π
2 �

1 |
2

- 1 {

π
2 �

1 |
2

1 L

∞ 0 |∞

克里斯托费尔 - 施瓦茨积分取形式

w �= C∫
z

0
( z + 1 )

-
1
2 ( z - 1)

-
1
2 d z + C1

= C′∫
z

0

d z

1 - z
2

+ C1

= C′arcsin z + C1 .

利用点 a1 , a2与 A1 , A2的对应关系 ,我们得到

-
π
2

= - C′·
π
2

+ C1 ,
π
2

= C′·
π
2

+ C1 .

由此 C1 = 0 , C′= 1 .

故所求将上半 z 平面 Im z > 0 共形映射成 w 平面上给定的半带

形区域的函数为

w = arcsin z

取 z = 1 时 , w = arcsin z =
π
2
的那一支 .

例 8 .16  割去线段 0 < v < h , u = 0 ( w = u + i v )的上半平面

v > 0 是广义四角形 (如图 8 .23 ( a) ) ,它的已知量以及与顶点对应

的点列于下表中 (点 aj , j = 1 , 2 , 3 , 4 中的三个是任意给定的 ,第四
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个暂时用ξ来表示 ) .在无穷远点的顶角等于 -π,因为 A2 A1 与

A4 A1一个是另一个的延长线 ,即它们之间的角等于π;而 �

 α1 +α2 +α3 +α4

= - 1 +
1
2

+ 2 +
1
2

= 4 - 2 = 2 .

利用对称原理可以决定点 a4 =ξ .将由 z 平面的第二象限到

w 平面的第二象限 ,且具有点的对应关系∞\ ∞ , hi\ 0 ,的共形映

射解析延拓越过 y 轴的结果 ,就得到所求的共形映射 .所以 a4 应

当关于虚轴与点 a2对称 ,即 a4 =ξ= 1 .

Aj αj aj

∞ - 1 �∞

0 �
1 |
2

- 1 {

hi 2 |0 L

0 �
1 |
2

ξ

克里斯托费尔 - 施瓦茨积分取形式

w �= C∫( z + 1)
-

1
2 z ( z - 1 )

-
1
2 d z

= C∫ z d z

z
2

- 1
= C′ z

2
- 1 + C1 ,

(我们取不定积分 ,而未取定积分 ,是因为常数 C1是任意的 ) .为了

确定常数 C′与 C1 ,我们利用点 a2 , A2与 a3 , A3的对应关系 :

0 = 0 + C1 , i h = i C′+ C1 ,

由此 , C1 = 0 , C′= h ,因而所求的函数为

w = h z
2

- 1 ,
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(取 z = 0 时 , z
2

- 1 = i的那一支 ) .

注  从上面关于广义多角形的举例可以看出 ,广义多角形实

际上代表了扩充 w 平面上许多特殊形状的单连通区域 (边界不止

一点 ) .而变换 (8 .9 )的逆变换 z = f
- 1

( w )就能把这许多特殊形状

的单连通区域共形映射成 (即“简化成”)标准区域———上半 z 平

面 .

第八章习题

(一 )

1  证明 :函数 z
- 2
是函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

( n + 1) ( z + 1) n

由区域 | z + 1 | < 1 向外的解析延拓 .

2  证明 :函数
1

1 + z2是函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

( - 1) n z2 n

由单位圆 | z | < 1 向外的解析延拓 .

3  已给函数

f1 ( z ) = 1 + 2 z + (2 z )
2

+ (2 z)
3

+ ⋯ ,

证明 :函数

f2 ( z ) =
1

1 - z
+

z
( 1 - z ) 2 +

z
2

(1 - z) 3 + ⋯

是函数 f1 ( z )的解析延拓 .

4  试证 :

f1 ( z) = ∑
∞

n = 0

( - 1 ) n in zn

及 f2 ( z) = ∑
∞

n = 0

( - 1 )
n (1 + i )

n
z

n

( 1 - z) n + 1
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互为直接解析延拓 .

5  级数

-
1
z

- ∑
∞

n = 0

zn

与级数

∑
∞

n = 1

1
z

n + 1

的收敛区域无公共部分 ,试证 :它们互为 (间接 )解析延拓 .

6  已给函数

f1 ( z ) = ∑
∞

n = 1

z
n

n
,

证明 :函数

f2 ( z) = ln
2
3

+ ∑
∞

n = 1

2
3

n z +
1
2

n

n

是函数 f1 ( z )的解析延拓 .

7  设 f ( z) = z -
z2

2
+

z3

3
- ⋯ ( | z | < 1) ,

试证 :

f ( a) + f
z - a
1 + a

与 f ( z )互为直接解析延拓 ( | a | < 1 且 Im a≠0) .

8  证明

f ( z) = ∑
∞

n = 1

zn ! = z + z2 + z6 + ⋯ + zn ! + ⋯

以单位圆周 | z | = 1 为自然边界 .

9  假设函数 f ( z )在原点邻域内是解析的 ,且适合方程

f (2 z ) = 2 f ( z )· f′( z ) ,

试证 : f ( z )可以解析延拓到整个 z 平面上 .

10  试作出函数 z ( z - 1)的黎曼面 .

(二 )

1  已给函数
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f1 ( z ) = z -
1
2

z2 +
1
3

z3 - ⋯ ,

证明 :函数

f2 ( z) = ln 2 -
1 - z

2
-

(1 - z )2

2 .22 -
( 1 - z ) 3

3 .23 - ⋯

是函数 f1 ( z )的解析延拓 .

2  幂级数 ∑
∞

n = 1

1
n

zn

与 iπ+ ∑
∞

n = 1

( - 1) n 1
n

( z - 2) n

的收敛圆无公共部分 ,试证 :它们互为解析延拓 .

3  试证 :级数

∑
∞

n = 0

[ z (4 - z) ]
n

的和函数 f ( z)在点 z = 0 的邻域及 z = 4 的邻域内都可以展成幂级数 ,且其

和函数 f1 ( z )与 f2 ( z)可以从一方解析延拓至另一方 .

4  试证 :级数

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

1 + z
1 - z

n

所定义的函数在左半平面内解析 ,并可解析延拓到除去点 z = 0 外的整个 z

平面 .

5  试证 :单位圆周 | z | = 1 是函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

z
2

n
+ 2

( 2 n + 1) ( 2 n + 2)

的自然边界

6  试证 :如果 f ( z )在区域 D 内是连续的 ,并且除去 D内一条直线段上

的点外 ,在区域 D 内的每一点都有导数 ,则 f ( z )在区域 D内是解析的 .

7  试证 :如果整函数

f ( z ) = ∑
∞

n = 0

an zn

在实轴上取实值 ,则系数 an都是实的 .

8  试判定下列函数 ,哪些是单值函数 ? 哪些是多值函数 ?

( 1) 1 - sin2 z ;         �( 2) cos z ;
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( 3)
sin z

z
; ( 4) e z ;

( 5) Ln sin z .

9  求将上半平面 Im z > 0 共形映射成边长为 2 的等边三角形的函数

(设三个顶点为 - 1、1、3i) .

答 :   w = ( - 1 + i 3 )
Γ

2
3

Γ2 1
3

∫
z

0
z -

2
3 (z - 1 ) -

2
3 d z - 1 .

10  试求由上半平面到图 8 .24所示广义多角形区域的共形映射 .

图 8 .24

答 : w = A∫
z

0

zd z
( z - 1) ( z + a)

,

其中 a =
H

2

h2 , A =
H

2
+ h

2

πhi
.
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第九章  调 和 函 数

  我们在第三章§4 曾经介绍过解析函数与调和函数这两个概

念之间的关系 ,即定理 3 .18 与定理 3 .19 .

本章我们将进一步研究调和函数的性质 .我们会发现调和函

数与解析函数有某些类似的性质 .对于解析函数 ,我们有柯西积分

公式 ;而对于调和函数 ,就有下面要介绍的与柯西积分公式性质相

类似的泊松 ( Poisson )积分公式 .解析函数有平均值定理和极值原

理 ;调和函数也有相类似的结果 .最后给出单位圆内和上半平面内

狄利克雷 (Dirichlet )问题的解 .

为了方便起见 ,我们有时将用 u( z )来代替 u ( x , y ) ,就如同

对于含几个变数的函数 ,用 u( p)来代替 u ( x1 , x2 ,⋯ , xn )那样 ,

这时 p 被了解为其坐标为 ( x1 , x2 ,⋯ , x n )的点 .

§1 .平均值定理与极值原理

1 .平均值定理

定理 9 .1  如果函数 u ( z )在圆 |ζ - z0 | < R 内是一个调和

函数 ,在闭圆 |ζ- z0 |≤ R 上连续 ,则

u( z0 ) =
1

2π∫
2π

0
u( z0 + Re

iφ
) dφ, ( 9 .1)

即 u ( z )在圆心 z0的值等于它在圆周上的值的算术平均数 .



证  由第三章定理 3 .19 ,存在 u ( z )的共轭调和函数 v ( z )使

u ( z ) + i v ( z ) = f ( z )在 |ζ- z0 | < R 内解析 ,若 0 < R1 < R ,于是

由第三章的平均值定理得

u( z0 ) + i v ( z0 ) = f ( z0 ) =
1

2π∫
2π

0
f ( z0 + R1 e

iφ
) dφ,

即

u ( z0 ) + i v ( z0 ) = �
1

2π∫
2π

0
u( z0 + R1 e

iφ
) dφ+

i
1

2π∫
2π

0
v ( z0 + R1 e

iφ
) dφ .

比较两端的实部 ,且令 R1→ R 即得 (9 .1 ) .

特别 ,当 z0 = 0 时有公式

u (0 ) =
1

2π∫
2π

0
u ( Re

iφ
) dφ . ( 9 .1)′

2 .极值原理

定理 9 .2  设 u ( z )在区域 D 内是调和函数 ,且不恒等于常

数 ,则 u( z )在 D的内点处不能达到最大值或最小值 .

证  只对于最大值的情形证明定理就够了 , 因为调和函数

u ( z )的最小值点便是函数 - u ( z )的最大值点 ,而 - u ( z )也是一

个调和函数 .

用反证法 ,假设 u ( z )在区域 D的某一内点 z0达到最大值 ,在

单连通区域 D(若 D 为多连通区域 ,则须引一组割线 ,使 D 化成

单连通区域 D′,并使 z0∈ D′,下面就以 D′代 D)内作与 u( z)共轭

的调和函数 v ( z ) ,并记 f ( z ) = u ( z ) + i v ( z ) .则函数 e
f ( z)
在 D

内单值解析 ,且其模

| e
f ( z )

| = e
u( z )

.

但此函数在点 z0与 u ( z )一块儿达到最大值 ,这便与第四章的最

大模原理相矛盾 .因此定理得证 .

调和函数的极值原理也有下面的形式 :
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推论 9 .3  设 (1 ) u ( z )在有界区域 D 内调和 ,在  D 上连续 ;

(2 ) 沿边界 C 常有 u ( z )≤ M ,则除 u ( z )为常数的情形外 ,在 D

内一切点处必常有 u( z ) < M .即 ,如 u ( z )非常数 ,则 u ( z )在 D

内不能达到最大值 M ,而只能在边界上达到 .

§2 .泊松积分公式与狄利克雷问题

1 .泊松积分公式  设函数 f ( z )在圆 K : | z | < R 内解析 ,在

闭圆 珡K : | z |≤ R 上连续 ,则对于 K 内任一点 z = re
iφ

,根据柯西

积分公式 ,有

f ( z ) �=
1

2πi∫|ζ| = R

f (ζ)
ζ- z

dζ

=
1

2π∫
2π

0
f ( Re

iθ
)

Re
iθ

Re
iθ

- re
iφdθ . ( 9 .2)

点 z 关于圆周 |ζ| = R 的对称点

z
*

=
R

2

珔z
=

R
2
e

iφ

r
.

因为点 z
*
在圆周 |ζ| = R 的外部 ,所以

0 �=
1

2πi∫|ζ| = R

f (ζ)
ζ - z

* dζ

=
1

2π∫
2π

0
f ( Re

iθ
)

re
iθ

re
iθ

- Re
iφdθ . ( 9 .3)

从 (9 .2 )减去 ( 9 .3) ,得

f ( z ) =
1

2π∫
2π

0
f ( Re

iθ
)

Re
iθ

Re
iθ

- re
iφ -

re
iθ

re
iθ

- Re
iφ dθ .

经过一些计算 ,即得

u + i v = f ( z ) =
1

2π∫
2π

0
f ( Re

iθ
)

R
2

- r
2

R
2

- 2 Rrcos(θ- φ) + r
2 dθ .

比较上式两端的实部 ,得到公式
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u ( r ,φ) =
1
2π∫

2π

0
u( R ,θ)

R
2

- r
2

R
2

- 2 Rrcos(θ- φ) + r
2 dθ .

( 9 .4)

上式也可写成

u( z) =
1
2π∫

2π

0
u( Re

iθ
)

R
2

- r
2

R
2

- 2 R rcos (θ - φ) + r
2 dθ . ( 9 .4)′

特别 ,对于单位圆来说 , R = 1 ,上式变为

u ( z ) =
1

2π∫
2π

0
u (e

iθ
)

1 - r
2

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 dθ . ( 9 .5)

公式 (9 .4 ) , (9 .4 )′及 ( 9 .5)均称为 � 籹对于圆的泊松积分 .

由此可以得出

定理 9 .4  任何一个在圆内调和且在闭圆上连续的函数 , 圆

内的值都可以用圆周上的值的积分即泊松积分表示 .

注  泊松积分公式推广了平均值公式 ,而把后者作为特例 ( r

= 0 的情形 ) .

思考题  试列举调和函数与解析函数还具有什么类似的性

质 .

2 .狄利克雷问题  ①  拉普拉斯方程

�
2

u
�x

2 +
�

2
u
�y

2 = 0

的通解 ,就是全体调和函数 ,此方程是最简单的二阶偏微分方程之

一 .对于常微分方程 ,给出了一定的附加条件 ,便可以确定出一个

特解来 .为了要确定拉普拉斯方程的一个解 ,也需要一些附加的条

件 (虽然条件的形式不完全一样 ) ,例如 ,常见的条件之一是表达成

边值问题的形状 ,即表达成所求函数在区域的边界上应当满足的

一些已知关系式的形状 .这样的边界条件 ,往往可以由所给问题的

解的那些物理条件本身得到 .

这类条件中最简单的那一种 ,引出了所谓第一边值问题 ,或者
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狄利克雷问题 :

求出一个在区域 D 内调和并且在  D = D + C 上连续的函数

u( z ) ,使它在 C 上取已知值珘u (ζ) :

u(ζ) =珘u(ζ) ,   ζ∈ C .

例如 ,在某区域内求流体 (无源、无旋 )的速度或静电场 (无电

荷 )的电位 ,当这区域边界上的速度或电位已经知道时 ,这便是狄

利克雷问题 .

先来证明狄利克雷问题解的惟一性定理 :

定理 9 .5  在已知区域 D ,对于给定的边界值珘u (ζ) ,狄利克

雷问题的解不能多于一个 .

证  假设 u1 ( z ) 与 u2 ( z )是狄利克雷问题的两个解 , 则

u1 ( z) - u2 ( z)在区域 D内调和 ,在  D = D + C上连续 ,沿 C, u1 ( z)

- u2 ( z )≡0 , (因沿 C , u1 (ζ) = u2 (ζ) = 珘u (ζ) ) 由定理 9 .2 ,

u1 ( z ) - u2 ( z )在  D上的最大值与最小值两个都等于零 ,因而在

 D 上 u1 ( z ) - u2 ( z )≡0 .由此可见 ,在  D 上 u1 ( z )≡ u2 ( z ) ,于是

定理得证 .

3 .单位圆内狄利克雷问题的解  定理 9 .4 启发我们来证明 ,

对于单位圆的泊松积分 (9 .5 )就是单位圆 D: | z | < 1 内狄利克雷

问题的解 .首先 ,在 (9 .5 )中令 u( z )≡1 ,立刻得到 ,
1

2π∫
2π

0

1 - r
2

1 - 2 rcos (θ - φ) + r
2 dθ= 1 . ( 9 .6)

其次 ,我们下面证明 u( z )是在单位圆 | z | < 1 内的调和函数 .

令ζ= e
iθ

,   z = re
iφ
  (0≤ r < 1) .

我们有 �

 
1 - r

2

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 =
ζ
ζ- z

+
珔z

珔ζ -珔z

=
1
2
ζ+ z
ζ- z

+ 1 +
1
2

珔ζ+珔z

珔ζ- 珔z
- 1

=
1
2
ζ+ z
ζ- z

+
ζ+ z
ζ- z

= Re
ζ+ z
ζ- z

.
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dζ= ie
iθ

dθ= iζdθ,   
dζ
iζ

= dθ .

从而 u ( z )是函数

f ( z )
(记 ) 1

2πi∫|ζ| = 1
u(ζ)
ζ+ z
ζ- z
·

dζ
ζ
  ( | z | < 1)

的实部 ,上式中的积分称为施瓦茨积分 .

显然

f ( z) =
1

2πi∫|ζ| = 1

u(ζ)
ζ - z

dζ+ z∫|ζ| = 1

u (ζ)
ζ
ζ- z

dζ
.

即

f ( z ) =
1

2πi∫|ζ| = 1

u(ζ)
ζ - z

dζ+ z·
1

2πi∫|ζ| = 1

u (ζ)
ζ
ζ- z

dζ .

等号右端的两个积分都是柯西型积分 .由第三章的定理 3 .13′可

见 , f ( z )在 | z | < 1 内解析 .从而证得其实部 u ( z)在 | z | < 1 内是

调和的 .

最后 ,问题的证明转化为只须证明

lim
z→ζ

0

1
2π∫

2π

0
[ u (ζ) - u (ζ0 ) ]

1 - r
2

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 dθ= 0 ,

( 9 .7)

其中ζ= e
iθ

,ζ0 = e
iθ

0 , z = re
iφ

,

0≤ r < 1 , 0≤θ< 2π, 0≤φ< 2π .

由于 u(ζ) = u (e
iθ

)在θ=θ0处连续 ,对于任给一个正数ε,总可以

选取一个δ> 0 ,使当 |θ- θ0 | < 2δ时

| u (ζ) - u (ζ0 ) | <ε .

我们可得 �

1 - r
2

2π
∫
θ

0
+ 2δ

θ
0

- 2δ

u (ζ) - u(ζ0 )

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 dθ
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≤
1 - r

2

2π∫
θ

0
+ 2δ

θ
0

- 2δ

| u(ζ) - u (ζ0 ) |

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 dθ

<ε
1 - r

2

2π∫
θ

0
+ 2δ

θ
0

- 2δ

dθ
1 - 2 rcos(θ- φ) + r

2

<ε
1 - r

2

2π∫
2π

0

dθ
1 - 2 rcos(θ- φ) + r

2

( 9 .6 )
ε . ( 9 .8)

因为点 ( r ,φ)趋于点 ( 1 ,θ0 ) , 所以对于适合 | φ - θ0 | < δ,

|θ- θ0 |≥2δ的φ,θ,有

|θ - φ| = �|θ- θ0 +θ0 - φ|≥ |θ- θ0 | - |θ0 - φ|

> 2δ - δ=δ .

因此 cos(θ- φ)≤cos δ,从而 �

1 - 2 rcos (θ - φ) + r
2
≥1 - 2 rcosδ+ r

2

  = 1 - 2 r 1 - 2sin
2 δ

2
+ r

2

  = ( 1 - r)
2

+ 4 rsin
2 δ

2

  > 4 rsin
2 δ

2
.

令  A = 4 rsin
2 δ

2
, M 是 | u (ζ) |在单位圆周上的最大值 .因此得

到 �

1 - r
2

2π
∫

2π+θ
0

- 2δ

θ
0

+ 2δ

u(ζ) - u (ζ0 )

1 - 2 rcos (θ - φ) + r
2 dθ

≤
2 M
2πA

( 2π - 4δ) ( 1 - r
2

)

=
2 M
πA

(π - 2δ) ( 1 - r
2

) . ( 9 .9)

当 r→1 时 , ( 9 .9 )式等号右端趋于零 .即对任意的ε> 0 ,有正数

ρ< 1 ,使当 1 - ρ< r < 1 时
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2 M
πA

(π - 2δ) (1 - r
2

) <ε .

从 (9 .8 )和 ( 9 .9)式看到 ,当 1 - ρ< r < 1 , |φ - θ0 | <δ时 ,即对图

9 .1 中用斜线标出的那个区域内所有的点 z 来说 ,就都有 : �

1
2π
∫

2π

0
[ u (ζ) - u (ζ0 ) ]

1 - r
2

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 dθ

≤ 1 - r
2

2π
∫
θ

0
+ 2δ

θ
0

- 2δ

u(ζ) - u (ζ0 )

1 - 2 rcos(θ - φ) + r
2 dθ +

 1 - r
2

2π
∫

2π+θ
0

- 2δ

θ
0

+ 2δ

u(ζ) - u(ζ0 )

1 - 2 rcos(θ- φ) + r
2 dθ

<ε+ε= 2ε .

图 9 .1

由ε的任意性 ,知道 ( 9 .7)是真的 .

4 .上半平面内狄利克雷问题的解  为了求

出在实轴上取已知值而在上半平面内调和的那个

函数 u ( z )在点 z 处之值 ,我们作出一个把上半平

面 Imζ> 0 共形映射成单位圆 |ω| < 1 的分式线

性变换

ω=
ζ - z
ζ- 珔z

. (9 .10)

因为这时点 z 被变成ω= 0 ,所以根据平均值定理 ,有

U ( 0) =
1

2π∫
2π

0
U (ω) dτ . (9 .11)

其中 u [ζ(ω) ] = U (ω) ,而τ是单位圆周上点的辐角 :

e
iτ

=
t - z
t - 珔z

. (9 .12)

这里 t在实轴 Im ζ= 0 上 ,因为 (9 .10)把实轴 Im ζ= 0 变成单位

圆周 |ω| = 1 .

在 (9 .12)这个等式两端微分 ,我们得到

e
iτ

dτ=
2 y

( t -珔z )
2 d t   ( z = x + i y ) .
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因此便有

dτ=
2 yd t

( t - z ) ( t - 珔z )
=

2 yd t
( t - x )

2
+ y

2 .

将 (9 .11 )代回到原来的变数上去 ,结果我们便得出了 � 风对于上半平

� �面的泊松积分公式 :

u ( z ) =
1
π∫

+ ∞

- ∞
u( t )·

yd t
( t - x )

2
+ y

2 . (9 .13)

同样 ,在一定条件下 (例如 ,设 u( t )是有界函数等 ) ,我们可以

证明 (9 .13)是上半平面上狄利克雷问题的解 .

例 9 .1  积出 (9 .13 )式中的积分 ,我们可得到一个在上半平

面内的调和函数 u ( z ) .今设 u ( t )在实轴的一段 (α,β)上等于 1 ,

而在实轴的其余部分上等于 0 ,则得

u( z) �=
1
π∫
β

α

yd t
( t - x )

2
+ y

2

=
1
π

arc tan
β- x

y
- arc tan
α - x

y

①
.

例 9 .2  设有一个很长的圆柱面是用很薄的导体做成的 .这

柱面被过它的轴的平面分为两半 ,一半的电位保持为 V0 ,另一半

接地 .现在要求出柱体内任一点的电位 .

由于柱体是很长的 ,所以内部的电位是只与 x , y 有关的函数

V ( x , y) .可设圆柱的半径为 1 .为求电位函数 V ( x , y ) ,可把问题

化成如下的边值问题 ,即狄利克雷问题 :

V ( x , y )为单位圆内的调和函数 ,即

Δ V =
�

2
V
�x

2 +
�

2
V
�y

2 = 0 ,在 x
2

+ y
2

< 1 内

V ( x , y ) = V0 ,在 x
2

+ y
2

= 1 上且 y < 0

V ( x , y ) = 0 ,在 x
2

+ y
2

= 1 上且 y≥0

(9 .14)
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① 这里 u ( t)在整个实轴上有两个间断点 ,与原来要求 u( t)连续不合 .但可直接

验证 , u( z )在上半平面内调和 ,在实轴上 (除α,β两点外 )满足边界条件 .



为解此题 ,今作分式线性变换

w = i
1 - z
1 + z

,

它将单位圆 | z | < 1 共形映射成上半平面 Im w > 0 ,使 - 1→∞ ,

1→0 , i→1 ,其边界对应是 :下半圆周对应于负半实轴 ;上半圆周对

应于正半实轴 (如图 9 .2 ) .

图 9 .2

经变换后的狄利克雷问题是 :

V
*

( u , v )为上半平面内的调和函数 ,即

ΔV
*

= 0 ( Im w > 0 ) ,

V
*

( u , 0) = 0( u≥0 ) ,

V
*

( u , 0) = V0 ( u < 0) .

(9 .14)′

易知 ,函数

V
*

( u , v ) =
V0

π
arg w

恰是 (9 .14)′的解 .为回答原来的问题 ,我们应当将解答的 w 平面

形式回到 z 平面上 ,写成 x , y的函数 .为此 ,先注意

arg w = Im{ln w} ,

故最终的答案是 :
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    V ( x , y ) �=
V0

π
Im ln i

1 - z
1 + z

=
V0

π
arg i

1 - z
1 + z

=

V0

π
arctan

1 - x
2

- y
2

2 y
, y > 0 ,

V0

2
, y = 0 ,

V0

π
π+ arctan

1 - x
2

- y
2

2 y
, y < 0 .

第九章习题

(一 )

1  设( 1) u ( x , y)为区域 D 内的调和函数 ; ( 2 ) 圆 | z - a | < R 全含于

D .求证 :当 z = a + reiθ , r < R 时 ,

u( r ,θ) �= Re f ( a + reiθ)

=
a0

2
+ ∑
∞

n = 1

rn ( an cos nθ+ bn sin nθ) ,

且展式是惟一的 .

2  如果 u ( z )在 z 平面内是有界的调和函数 ,试证 u( z )恒等于常数 .

3  设 f ( z )为一整函数且不恒等于一常数 , u ( x , y ) = Re f ( z ) ,则对于

任一实数 a ,必有平面上的点 ( x0 , y0 )使 u ( x0 , y0 ) = a .

4  设 (1 ) u ( x , y)是区域 D内的调和函数 ; (2 ) 圆 K 全含于 D , u( x , y )

在 K 内恒等于一常数 a .求证 u ( x , y)在 D内恒等于 a .

5  设 (1) u( x , y )为区域 D 内的调和函数 ;

( 2) ( x0 , y0 )∈ D , u( x0 , y0 ) = a ;

( 3) U 是 ( x0 , y0 )的一个邻域 , U� D ,

求证 : U 内有无穷多个点 , u( x , y )在其上的值都是 a .

6  试求在单位圆 K 内调和、在闭圆 珡K 上 (除去其上两点 α,β外 )连续
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的函数 ,这个函数在圆弧αβ上取值 1 ,在单位圆周的其余部分上取值 0 .

答 : u ( r ,φ) =
1
π

arctan
1 + r
1 - r

tan
β- φ

2
- arctan

1 + r
1 - r

tan
α- φ

2
.

(二 )

1  试用调和函数的平均值定理证明 :

∫
π

0
ln (1 - 2 rcosθ+ r2 ) dθ= 0 ,

其中 - 1 < r < 1 .

提示  当 0≤ r < 1 时 ,令 z = reiθ ,考虑 Ln( 1 - z )在 | z | < 1 内的一个单

值解析分支 ln ( 1 - z ) .于是 u ( z ) = Re[ ln ( 1 - z ) ]在 | z | < 1 内调和 .且有

u (0) = Re[ ln 1] = 0 .再利用第二章习题 (一 ) 21 的结果 ;当 - 1≤ r < 0 时 ,可

考虑 Ln(1 + z )在 | z | < 1 内的一个单值解析分支 ln( 1 + z) ,再作类似于上段

的讨论 ,即可得到证明 .

2  如果两个二元实函数 u1 ( x , y )与 u2 ( x , y )在区域 D 内为调和 ,在闭

域  D 上连续 ,且在 D的所有边界点处有

u1 ( x , y) = u2 ( x , y ) ,

试证 :在 D内恒有

u1 ( x , y) = u2 ( x , y ) .

提示  考虑 u( x , y ) = u1 ( x , y) - u2 ( x , y ) .

3  设二元实函数 u( x , y )是在 0 < | z | < ρ( < + ∞ )内的有界调和函

数 .试证 :适当定义 u(0 , 0 )后 , u( x , y )是在 | z | <ρ内的调和函数 .
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